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内 容 提 要 


本 书 根据 工科 类 本 科 “ 线 性 代数 ”课程 教学 基本 要 求 ， 参 考 同 济 大 学 “线性 代数 ”课程 及 教材 
建设 的 经 验 和 成 果 ， 按 照 硕 士 研究 生 考研 大 纲 的 要 求 编写 而 成 .编者 在 内 容 编 排 、 概 念 叙 述 、 定 理 
证 明 等 诸多 方面 都 做 了 精心 安排 ， 以 使 全 书 结构 流畅 ， 主 次 分 明 ， 通 俗 易 懂 ， 

本 书 共 分 五 章 ， 包 括 线性 方程 组 与 矩阵 、 方 阵 的 行列 式 、 向 量 空间 与 线性 方程 组 解 的 结构 、 相 
似 矩 阵 及 二 次 型 、 线 性 空间 与 线性 变换 .每 小 节 配 有 习题 ， 每 章 末 配 有 拓展 阅读 和 测试 题 ， 拓 展 阅 
读 用 于 讲解 线性 代数 发 展 的 相关 知识 ;测试 题 难度 高 于 习题 难度 ， 用 于 学 生 加 强 练习 ， 部 分 习题 和 
测试 题 答 案 放 于 本 书 最 后 章节 . 另外 ， 为 了 更 加 清楚 地 讲解 每 章 的 重点 、 难 点 以 及 典型 例题 ， 本 书 
还 配 有 微 课 视 频 . 

本 书 可 作为 高 等 院 校 非 数 学 类 专业 “线性 代数 ”课程 的 教材 ， 也 可 作为 自学 者 的 参考 书 . 
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本 书 是 同济 大 学 数学 系 多 年 教学 经 验 的 总 结 ， 编 者 参考 了 近年 来 国内 外 出 版 的 多 本 同 
类 教材 ， 吸 取 它们 在 内 容 安 排 、 例 题 配置 、 定 理 证 明 等 方面 的 优点 ， 并 结合 工科 院 校 的 实 
际 需求 编写 而 成 ， 本 书 主要 特点 如 下 . 

一 、 优 化 编排 ， 重 点 突出 

本 书 第 一 章 到 第 三 章 的 内 容 以 解 线 性 方程 组 为 主线 ， 以 矩阵 为 主要 工具 ， 内 容 由 易 到 
难 、 由 浅 入 深 、 重 点 突出 、 层 次 分 明 . 

第 一 章 突 出 了 初等 变换 在 矩阵 运算 和 求解 线性 方程 组 中 的 作用 ， 首 先 通过 线性 方程 组 
与 矩阵 的 关系 引入 和 矩阵 的 定义 ， 然 后 给 出 矩阵 的 各 种 运算 和 分 块 法 ， 最 后 通过 高 斯 消 元 法 
解 线 性 方程 组 引入 和 矩阵 初等 变换 的 概念 ， 并 利用 和 矩阵 的 初等 变换 解 线 性 方程 组 、 求 可 递 阵 
的 逆 矩 阵 以 及 解 矩 阵 方程 ， 在 求解 线性 方程 组 的 同时 给 出 了 线性 方程 组 的 解 的 讨论 . 

第 二 章 结 合 行列 式 和 矩阵 的 初等 变换 ， 给 出 矩阵 可 逆 的 充分 必要 条 件 、 求 逆 公 式 ， 以 
KERIA MI. 

sep ië EHAR PE, ара ARAE ERED, ШЖ Z [8] 
的 联系 和 求 秩 的 方法 ， 并 利用 和 矩阵 的 秩 的 概念 完善 对 线性 方程 组 的 解 的 讨论 . 

二 、 难 度 降 低 ， 帮 助理 解 

在 第 三 章 中 ， 本 书 重 点 关注 向 量 组 的 线性 相关 性 、 向 量 组 的 秩 以 及 和 矩阵 的 秩 的 有 关 概 
念 ， 通 过 概念 和 线性 方程 组 的 解 来 讨论 有 关 问 题 ， 降 低 了 关于 和 矩阵 的 秩 的 应 用 难度 . 

因为 向 量 的 内 积 与 正 交 性 、 特 征 值 与 特征 向 量 、 和 矩阵 的 相似 对 角 化 等 内 容 不 仅 可 以 看 
成 独立 的 内 容 体系 ， 也 可 作为 二 次 型 的 预备 知识 ， 所 以 本 书 将 它们 单独 作为 第 四 章 ， 有 助 
于 学 生 学 习 . 

书 中 将 一 些 理论 性 较 强 的 定理 的 证 明 用 * 号 标 出 ， 以 示 区 别 ， 便 于 选读 . 如 第 二 章 中 
关于 排列 、 对 换 的 定理 的 证 明 以 及 关于 行列 式 按 行 ( 列 ) 展 开 的 定理 的 证 明 . 

三 、 习 题 丰富 ， 题 型 多 样 

每 小 节 和 每 章 结束 时 均 设 置 练 习题 ， 每 小 节 后 的 习题 与 该 小 节 内 容 匹 配 ， 用 以 帮助 理 
解 和 巩固 基本 知识 ; 每 章 的 测试 题 在 题 型 上 更 为 多 样 ， 且 难度 高 于 每 小 节 的 习题 ， 用 于 帮 
助 学 生 提高 . 

本 书 将 部 分 考研 真题 编 入 测试 题 中 ， 可 供 学 有 余力 的 学 生 选 做 . 


前 言 


四 、 归 纳 总 结 ， 提 升 素养 

设置 章 总 结 ， 并 通过 微 课 视频 的 形式 呈现 ， 总 结 的 内 容 包括 本 章 的 基本 要 求 、 重 点 和 
难点 、 基 本 题 型 和 综合 例题 等 ， 帮 助 学 生 系统 性 地 归纳 该 章 所 学 重点 . 设置 拓展 阅读 栏 
目 ， 在 增强 趣味 性 的 同时 让 学 生 能 够 了 解 学 科 背 景 . 

本 书 第 一 章 到 第 三 章 由 同济 大 学 濮 燕 敏 编写 ， 第 四 章 、 第 五 昔 由 同济 大 学 殷 俊 峰 编 
写 ， 并 由 濮 燕 敏 统 稿 . 中 央 民 族 大 学 李 成 岳 和 南京 理工 大 学 侯 传 志 对 书稿 进行 了 审查 ， 提 
出 了 很 多 可 行 的 修改 意见 ， 在 此 表示 感谢 . 


编 者 
2016 +4 А 
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第 一 章 ”线性 方程 组 与 矩阵 


第 一 节 ”和 矩阵 的 概念 及 运算 


[ 课 前 导读 ] 

线性 方程 组 的 求解 是 线性 代数 要 研究 的 重要 问题 之 一 ， 而 和 矩阵 是 求解 线性 方程 组 的 核 
心 工具 . 另 一 方面 ， 矩 阵 理 论 在 自然 科学 、 工 程 技术 、 经 济 管理 等 领域 中 有 着 广泛 的 应 
用 ， 是 一 些 实际 问题 得 以 解决 的 基本 工具 . 这 一 节 我 们 通过 线性 方程 组 和 和 矩阵 的 关系 引出 
和 矩阵 的 定义 ， 并 给 出 矩阵 的 运算 及 运算 性 质 . 在 正式 学 习 抵 阵 之 前 ， 需 要 读者 了 解 线性 方 
程 组 的 相关 知识 . 


一 、 和 矩阵 的 定义 


H м n ARAE хр, х, ，…，x*， 构成 的 线性 ( 即 : 一 次 ) 方 程 组 可 以 表示 为 
QI1X1+QI2X2 十 … 二 Qinxn =b, 
azti tat ttanta =b, , (1-1) 
ami% tam% +" +а,„ „х, =. 
在 线性 方程 组 中 ， 未 知 量 用 什么 字母 表示 无 关 紧要 ， 重 要 的 是 方程 组 中 未 知 量 的 个 数 
以 及 未 知 量 的 系数 和 常数 项 . 也 就 是 说 ， 线 性 方程 组 (1-1) 由 常数 a (i= 1, 2, =, т; 
j=1，2,，…,，n) 和 6,(i=1，2,，…，m) 完 全 确定 ， 所 以 可 以 用 一 个 mx(n+1) 个 数 排 成 的 
m ÍT n+1 列 的 数 表 


а an аһ b, 
~ | 221] Go An b; 
A= 

ami ам? ка amn бы 


来 表示 线性 方程 组 (1-1). 这 个 数 表 的 第 j(j=1，2，…，n) 列 表示 未 知 量 x,(j=1, 2,…, n) 
前 的 系数 , 第 i(i=1，2，…，m) 行 表示 线性 方程 组 (1-1) 中 的 第 i(i=1，2，…，,m) 个 方 
F, INAR A 反映 了 线性 方程 组 (1-1) 的 全 部 信息 . 反之 ,任意 给 定 一 个 m 行 n+1 列 的 
数 表 ， 可 以 通过 这 个 数 表 写 出 一 个 线性 方程 组 . 因此 ， 线 性 方程 组 与 这 样 的 数 表 之 间 有 了 
一 个 对 应 关系 . 

定义 1 mxn 个 数 aii(i=1，2，…，mji j=1, 2, =, n) 排 成 的 m 行 n 列 的 数 表 


ж-а ”线性 方程 组 与 矩阵 


а ау а 
а an Go, 
aml Am2 т Amn 


称 为 一 个 mxn 矩阵 ， 简 记 为 (af ) ， 有 时 为 了 强调 矩阵 的 行 数 和 列 数 ， 也 记 为 (aj) men Ж 
oj 位 于 矩阵 (ay ) 的 第 i 行 第 j 列 ， 称 为 矩阵 的 (i, j) 元 素 ， 其 中 i 称 为 元 素 aj 的 行 标 , j 称 
为 元 素 w 的 列 标 . 

一 般 地 ， 常 用 英文 大 写字 母 4，B，… 或 字母 w，B，7y，… 表 示 和 矩阵 ， 如 4 = (а), 
B=(b;) ,Axn, Bxn 等 . 

元 素 是 实数 的 矩阵 称 为 实 和 矩阵 ， 元 素 是 复数 的 矩阵 称 为 复 和 矩阵 本 书 中 的 矩阵 除 特别 
指明 外 ， 都 是 指 实 和 矩阵， 


1х1 的 矩阵 4=(a) 就 记 为 4=a. 


1xn BJB 
(ау, а, =, а,) 
РЕЛИТА Е, ШКУ п 维 行 向 量 . 
nx1 的 矩阵 
а| 
а2 
а 


PRIZEE, ЖК п 维 列 向 量 . 
所 有 元 素 都 是 零 的 mxn EERIE, WH 0;,, ， 或 简 记 为 O. 
nxn 矩阵 


а ау) а 
а Ga An 
anl аһ Г а пп 


称 为 n 阶 方 阵 . 元 素 aj(i=1，2,，…,n) 所 在 的 位 置 称 为 n 阶 方 阵 的 主 对 角 线 . 
— n 阶 方 阵 主 对 角 线 上 方 的 元 素 全 为 零 ， 即 


аа Ü к б 
а] 053 

А , 
ал а? че Ann 


称 该 n 阶 方 阵 为 下 三 角 和 矩阵 . 下 三 角 和 矩阵 的 元 素 特点 是 : 当 i<j Ў, а =0. 
类 似 地 ， 有 上 三 角 和 矩阵 


Gy ар v. G, 
0-а» > G. 
0 0 а 
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上 三 角 矩 阵 的 元 素 特点 是 : 当 j Hf, aj=0. 


n 阶 方 阵 
al 0 0 
0 a, 0 
0 0 а 


PA п 阶 对 角 和 矩阵 ， 简 称 对 角 阵 ， 记 为 diag (aj, а, =, а„). 

ДЖ п 阶 对 角 和 矩阵 diag (а, , Ugg "у a ) 对 角 线 上 的 元 素 全 相等 ， 即 ај =a, =: =a, 
则 称 其 为 数量 矩阵 . 当 а, =а =…=a=1 时 ， 这 个 数量 矩阵 就 称 为 n 阶 单位 和 矩阵， 简称 为 
单位 阵 ， 记 为 E, RE, Вр 

0 
z=] ° 
š О = 1 

定义 2 ”两 个 矩阵 的 行 数 相 等 、 列 数 也 相等 ， 则 称 这 两 个 矩阵 为 同型 矩阵 . 如 果 两 个 
[ПЖ РЕ А = (а) mn B= (bi) wx 中 所 有 对 应 位 置 的 元 素 都 相等 ， 即 a; =b;， 其 中 i=1， 
2, =, m; j=l, 2, =, п, ДИА 和 B 相等 ， 记 为 4=B. 


二 、 和 矩阵 的 线性 运算 
1. 矩阵 的 加 法 


定义 3 设 A=(aj)mxww 和 B=(b;)mxn 是 两 个 同型 矩阵 ， 则 和 矩阵 4 与 B 的 和 记 为 A+B， 
规定 


aytb awtbyy … amtb, 
Qtby а»+бу с ao2n+b2n 
А+В= ` ` . .` 

aml thai Am2 +n i amn TD 


同型 矩阵 的 加 法 就 是 两 个 矩阵 对 应 位 置 上 元 素 的 加 法 ， 由 此 易 知 矩阵 的 加 法 满足 如 下 
的 运算 规律 : ЖА, В, C 是 任意 三 个 mxn 矩阵 ， 则 

(1) 交换 律 : A+B=B+A; 

(2) 结合 律 (A+B)+C=A+(B+C); 

(3) 4+0,„„ =0,,,„+А =А. 

РЯ А = (а) wm， 称 矩阵 (-ay ) man NEREA ВАЖЕ, H-A. TR, А+(-А) 
= 0,xn， 由 此 可 以 定义 和 矩阵 A=(@j) xn 和 B=(b;),xn 的 减法 为 

A-B=A+(-B)= (a;-b;) mxn 

2. 和 矩阵 的 数 乘 
定义 4 HDE k RERE A= (а) wx 的 所 有 元 素 得 到 的 矩阵 ( ka; ) wx 称 为 矩阵 的 数 


R, WH КА RÉ Ak, В kA=Ak=(ka;) mxn 
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WR k, L 是 任意 两 个 数 ，A，B 是 任意 两 个 mxn 抢 阵 ， 则 矩阵 的 数 乘 运算 满足 : 
(1) k(A+B)= КА+ЕВ; 

(2) (К+1)А=®А+1А; 

(3) (kl)A=k(IA)= (kA); 

(4) 1А=А; 

(5) (-1)A=-A; 

(6) 0A =0 xn: 

和 矩阵 的 加 法 和 和 矩阵 的 数 乘 统称 为 矩阵 的 线性 运算 . 


1 So 0-0 2 1 
例 1 ва-[7 š „ЗЫ n з). R A+B M 24-8. 


Ë 0 让 Г 2 ) ® 0+2 "mi * 2 a 
解 А+В= + = = ; 
] 3 4 о 2 3) (1+0 3+2 4+3) (1 5 7 
r 0 н P 2 с jan 0x2 і P д J 
2А-В =2 - = - 
1 3 4 0 ,2 3 1х2 3х2 4x2 0.2 3 
а 0-2 з] -2 4 
4-0 6-2 523) G 4 Ua) 
=., ERIRE 
定义 5 ЖИА (ai ) 是 一 个 mxp И, MERE B= (b) рп, REER A 
与 B 的 乘积 是 一 个 mxn 矩阵 C= (cy) ， 其 中 矩阵 C= (cy ) 的 第 ; 行 第 / 列 元 素 ,是 由 和 矩阵 4 
的 第 i 行 元 素 ал, ар, a ap JERE B 的 第 j 列 相应 元 素 by, b;, 0 b, 乘 积 之 和 ， 即 
ip“ pj* 


必须 注意 : 只 有 当 第 一 个 矩阵 (左边 的 矩阵 ) 的 列 数 与 第 二 个 矩阵 (右边 的 矩阵 ) 的 行 
数 相等 时 ， 两 个 矩阵 才能 相 乘 . 


р 
сӯ = У а, = адбу + азб»; 二 … +a, Ь (1-2) 
К= 1 


j=j- j 
k. ЖИА 
2: 1 ane 

# ”因为 矩阵 4 是 2x3 矩阵， 和 矩阵 召 是 3x3 EE, А 的 列 数 等 于 B 的 行 数 ， 所 以 和 矩 
ША 与 召 可 以 相 乘 ， 乘 积 4B 是 一 个 2x3 矩阵, 按 公 式 (1-2) 有 


_1 


М 的 乘积 АВ. 


3 1 
例 2 求生 阵 4=| 2 jj 与 











1 = Ü 
в-а 
АВ = Aani 
2 2 0 
2 ЖЕ 
_([3х1+(—1)х1+1х2 3х(-1)+(-1)х1+1х1 роу 
| 2х1+2х1+0х2 2х(-1) +2х1+0х1 2х0+2х1+0х(-1) 


- 2 2) 
wü 37 
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кү з аа 
из жїшйл-[— „)+в-| \|ШЖйАВ R BA. 


-1 1\(2 1\ (-8 -4 2 1\(-1 13 (о O 
а) а ala а ааа ајр з) 
2 -2 八 -6 -3) (16 8 -6 -3 八 2 -2) (0 0 
在 例 2 中 ,和 矩阵 4 是 2x3 矩阵， 和 矩阵 如 是 3x3 和 矩阵， 所 以 乘积 4 下 有 意义 ,而 矩阵 B 
与 4 却 不 能 相 乘 . 在 例 3 中 ， 虽 然 乘积 4B 与 乘积 ВА 都 有 意义 , 但 是 A4BzBA. 在 例 3 中 
还 看 到 ， 尽 管 4 关 0O，Bz 关 0, 仍旧 有 BA =O， 所 以 在 做 和 矩阵 乘法 时 ， 我 们 要 注意 : 
(1) 矩阵 乘法 不 满足 交换 律 ， 即 在 一 般 情 况 下 ,AB 关 BA; 
(2) 尽管 矩阵 4 5 B WE AB=0, 但 是 得 不 出 A4=0 或 B=0 的 结论 . 
但 是 ， 和 矩阵 乘法 仍 满足 下 列 运 算 规 律 (假设 运算 都 是 可 行 的 ): 
(1) 结合 律 : (АВ)С=А(ВС); 
(2) 矩阵 乘法 对 和 矩阵 加 法 的 分 配 律 : A(B+C)=AB+AC, (А+В) С=АС+ВС; 
(3) (kA)B=A(kB)=k(AB); 
(4) EnA mxn “A nxn En "A msns 
(5) 0...4 Own: A. O... =O 
证 明 ”这 几 个 运算 律 的 证 明 都 是 验证 式 的 证 明 ， 在 此 我 们 只 写 出 结合 律 的 证 明 ， 而 
将 其 余 证 明 留 给 读者 . 
设 和 矩阵 A=(a;) 是 一 个 mxs HRE, ЖЕ B=(b;) 是 一 个 sxp EE, EE C= (су) 是 一 
个 pxn ЖЕ. 由 矩阵 乘法 的 定义 知 ， 和 矩阵 (AixB,x, ) Cx 与 4,xs(B,x,C,xn) 都 有 意义 ， 且 都 
是 mxn 和 矩阵 . 由 矩阵 相等 的 定义 ， 我 们 只 需 验 证 这 两 个 矩阵 在 相应 位 置 的 元 素 相 等 即 可 . 


mxn° 


ЖАВ, 81172000 У аһа, У ао, ©, н. РЕЖЕ (A mxs 
k=l k=1 k=1 
B,、,) Cxn 中 (i, Ј) ЖАН А„„В,,„ PI i ITIER УИ C. PR j 列 对 应 元 素 cy, cy, 
6, e RIZA, Вр 


p 


ç ` s $ 
(Z аађи ) су+( аб )су+ +C È anbi )c;; = È Хадис. 


р 5 
同 理 可 以 验证 矩阵 4 „„(В,„С,„„) PC, j) 元 素 也 是 2 У арьс, ДЕЕ НО 
t=1k=1 
结合 律 成 立 . 
例 4 设 有 线性 方程 组 
ауүху+аууху+ +a, x, =b, 
ах taxt ta Xn, =b, 
api ty tapati HEA x, =b. 
ау ар ` ау X] b, 


а an 


ЯШЕ A= “> | 称 为 该 线性 方程 组 的 系数 矩阵 . 令 x=| |, B= 


Ami Am “| Om Xn b 


按 公式 (1-2) 有 
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а ауу а\„ \{ X QI1X1 十 Q12X2 十 十 QlnXn 

а ва) с an || х Q21X1 十 Q22XY2 十 "十 Q2nXn 
Ах= I = 

aml ам? ча Amn x, а 151 tam% t +а nN 


再 根据 矩阵 相等 的 定义 ， 该 线性 方程 组 可 以 用 矩阵 形式 来 表示 : Ах =. 
由 于 和 抑 阵 乘法 满足 结合 律 ， 我 们 可 以 定义 方 阵 的 方 守 如 下 : 
44=44…4( 这 里 大 为 正 整 数 ). 


к 

并 且 规 定 : 对 非 零 方 阵 A， 有 А =Е. 

方 阵 的 方 寡 满 足以 下 运算 规律 (这 里 大 ，! 均 为 非 负 整数 ) : 

А*А!=А*'!‚ (AŻ) =A", 

НЕЕ ДЕЗЕ, —KHH AB)" АВ", (A+B)? &#А?+2АВ+В?. 只 有 

X A 与 召 可 交换 ( 即 АВ=ВА)ЕН], ZZ 
(АВ)*=А*В*, (A+B)2=A2+2AB+B2, (А+В)(А-В)= А?-В? 

等 才 成 立 . 














四 、 和 矩阵 的 转 置 


定义 6 Umata ”“” , “> | , 把 矩阵 4 的 行 换 成 同 序数 的 列 ， 得 到 


аы Am ° Am 
的 nxm 矩阵 称 为 矩阵 4 WIERE, WA AT, BI 
CH бу "`. Ga 
АТ ы ао “G ам? 
Ain An ° аһ 
和 矩阵 的 转 置 满足 下 面 的 运算 规律 (这 里 大 为 常数 ，4 与 B 为 同型 矩阵 ) : 


(1) (А")"=А; 


(2) (A+B)"=A"+B"; 
(3) (AB)'=B'A ; 
(4) (kA)T=kAT. 
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证 明 这 些 性 质 的 证 明 仍 属 验证 式 的 证 明 ， 可 仿照 矩阵 乘法 性 质 的 证 明 ， 留 给 读者 自 


己 验 证 . 


例 6 设 短 阵 4= [1 ij в 0 2 |, Ж(АВ)Т. 








解法 一 


4 я 
БЕРД (АВ) | „| 
解法 二 


1 @ =] 
(AB)"=B"A" = | =- 
4 m 


3 








定义 7 п А 如 果 满 足 4T7=4， 则 称 4 为 对 称 和 矩阵 ， 如 果 满 足 4T=-A4， 则 称 4 


为 反对 称 和 矩阵 . 


由 定义 可 知 ， 如 果 п MARE А = (ay) ЖАНЕ, ау =а (ія; i, j=1, 2, = 


п). WR n KARE A= (а) EIRE, Ша„=-а„(15#5]; i, j=1, 2, 


О(®1, 2, ==, шй). 


9 
Sa n), Н а; = 


17 ЖА 是 mxn EBE, ПЕВ: АТА ТАА" 都 是 对 称 和 矩阵 . 





证 明 因为 
(A'A)'=A'(A')'=AlA, (ААТ у еСАТуТАТ-ДАТ?. 
所 以 474 Ж ААТ 都 是 对 称 和 矩阵 ， 
习题 1-1 
L J 2 29 1 
L #А=2 í 3 A |, 写 出 4 为 增 广 矩阵 的 线性 方程 组 . 
l =1 1 4 5 
ее 1 2) е ута я. ‚ 
2 aaaf 小 人 БЕ "аз, Жо, b, х,у 


$ өй 3 ka 9 
3. ЖА= ‚ B= Ф 
к a 1 А ña -1 5) ТЯ 


(1) А+2В, 3A-B; (2) АВТ #1 АТВ. 


第 一 章 “” 线 性 方程 组 与 矩阵 


4. amas N: в-[ А! Ё(А+В) (А-В). 














T 2 3 -1 
1 0 0 1 0 0 
5. 设 和 矩阵 A4=|10 1 | 2 2 5|, Ж A?+3A-2B. 
0 2 1 0 5 2 
6. 计算 下 列 各 题 . 
1 1 
CL 2,103, =2, 1); оаа 
3 2 


1 1 =1\үғ í Q 
(3) (х, y, 中 2 | ; (4) Г 1 | { 
=. T OQ/ 0 1 


z za- 中 求 所 有 与 4 可 交换 的 矩阵 


8. ША E n MERE, WEH ATHA 是 对 称 和 矩阵 ，47-4 是 反对 称 和 矩阵 . 
À, 





° 


À; 
9. БОБ A= . ‚ ЖА". 
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[ 课 前 导读 ] 


当 短 阵 的 行 数 和 列 数 较 高 时 ， 为 了 证 明 或 计算 的 方便 ， 常 把 矩阵 分 成 若干 小 块 ， 把 每 
个 小 块 当 作 “ 数 ” 来 处 理 ， 这 便 是 矩阵 的 分 块 .这 一 节 我 们 将 讨论 矩阵 的 分 块 方式 和 分 块 矩 
阵 的 计算 . 在 学 习 这 一 节 之 前 ， 需 要 读者 熟练 掌握 给 阵 的 线性 运算 、 算 阵 乘 法 和 纶 阵 的 转 


置 运算 . 


一 、 分 块 矩阵 的 概念 


对 于 行 数 和 列 数 较 高 的 矩阵 4， 运算 时 常用 一 些 横 线 和 竖 线 将 矩阵 А 分 划 成 者 干 个 小 
矩阵 ， 每 一 个 小 矩阵 称 为 4 的 子 块 ， 以 子 块 为 元 素 的 形式 上 的 矩阵 称 为 分 块 矩 阵 . 一 个 矩 


阵 的 分 块 方式 会 有 很 多 种 ， 例 如 ， 将 4х5 ЖЕ 
ајр. G „буу 94 Qis 
т 95 95 a Ws 
азу Gs. Әз (ng 35 


адр а Ga Ga Gas 


其 中 


其 中 


者 写 


划分 成 如 下 三 种 形式 : 





азр ау | азу азд 

аду Ga | адз ам 

ау | G) | ауз | ауд 

а | an | G23 | a24 
(3) A= 

азу | 432 | азз | азд 

аду | G42 | адз | ад 


G| а\з 
‚ А„= 
an аз 


按 (2) 的 分 块 ， 我 们 可 以 记 为 


аз 


Q45 
415 
Gos 
аз5 


G45 


a 
; (2) A= 


а а, азр ау) 
，421 = ，42 = 
а Gs а Ga 
А, А А, 
А=|А„ А» А |, 
Аз А» Аз 


Ар = (а, а), Ар = (43, ац), Аз =а5, 


Аз 


k 
аз| 


an a23 
? А», z 
аз) азз 


ay 


азд 


Gos 
, А» = , 
Q35 


Азу = (а4, а), Аэ = (аз, ад), Аз=ад. 


按 (3) 的 分 块 ， 我们 可 以 记 为 


А=(Аџ, Ар, А, Ац, А5), 


а ат аз 

Gol an аэ3 
Аџ = ; Ар = ‚ А 

аз| a32 a33 

a4 ад) G43 


, 415= 


C44 





Q15 


Q25 
435 


445 
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第 三 种 分 块 方式 称 为 矩阵 的 按 列 分 块 . 类 似 地 ， 也 有 和 矩阵 的 按 行 分 块 ， 分 块 矩 阵 请 读 


出 . 
对 于 线性 方程 组 


S-F “线性 方程 组 与 矩阵 


аууху+аууху++аух„ =b], 
а›ху+а›)ху++а5„х„ =), 


йы1®|+а„)®у+++а„„х„=б„, 


其 系数 矩阵 
ау G| Ain 
@ə a а, 
ы а са 
ami Am2 amn 
按 列 分 块 可 写成 
А= (а, о, , ы w), 
aj; bı 
тти ИИ | b e 
其 中 , w =| ”| 表示 4 的 第 j 列 . 记 B=| “| ， 则 该 线性 方程 组 的 增 广 矩 阵 
ашы b. 
а. a ain b, 
za Ый а, а, b 
ке 21 а 2 К 
а т] а 2 еги amn Б 


按 分 块 矩阵 的 记 法 ， 可 记 为 
А=(А |8), 或 4=(4,B)=(w，o，…，a，B). 


二 、 分 块 矩 阵 的 运算 


分 块 矩 阵 的 运算 规则 与 普通 矩阵 的 运算 规则 相 类 似 ， 不 同 的 计算 方式 ， 分 块 的 原则 不 
同 ， 下 面 分 情况 讨论 . 

(1) 分 块 矩阵 加 ( 减 ) 运 算 : 设 A4、B 都 是 mxn 和 矩阵， 对 两 个 矩阵 的 行 和 列 采 用 相同 
的 分 块 方式 ， 不 妨 设 


А} А} е А, В|} В, к В, 
А А wi Д B B sw B 
p si м | Э КГА 4 Е А 
А. А, р A; В, B. B, 
其 中 4 和 B; 的 行 数 相同 、 列 数 相同 ， 则 有 
АВ А„+В, … А, +В, 


А, +В A,,+B … А»„+В 
А+В= ай 21 эй 22 н 2: 


A. +B. A.B. £: A +B 
. 10 · 
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б 0-0-8 -2 0 1 0 
0 0 0 0 0 -1 0 1 
例 1 求 矩 阵 4= t B= 的 和 A+B. 
RARE í. 009 O 3 1 1 -4 2 п 
1 1 0 3 2 1 3 -l1 


解 ” 因 为 矩阵 4 与 B 都 是 4x4 的 矩阵 ， 为 了 方便 计算 ,我 们 用 和 矩阵 的 分 块 来 求 A+B. 
先 根据 矩阵 4 的 特点 划分 矩阵 4 ， 再 根据 矩阵 加 法 的 分 块 原则 来 划分 和 矩阵 瑟 将 矩阵 4 与 
B 写成 分 块 矩阵 如 下 : 









于 是 ， 
N i М н) ке е) үл В, | 
А+В= £ = = š 
A, А; B, B, A +B, A,+B, А+В, A;+B, 
而 
1 -2 =] : 
н He) А,+В;=1+2=3, 
2 1 3 
А;+В,=(1, 0, 3)+(-1, 0, =3)= (0, 0, 0), 
所 以 
Е. h A) O 
A+B= ы ыы | 
-4 2 
о оо 
(2) 分 块 矩 阵 的 数 乘 运算 : ЕРЕН КВННЕ, ЗЕЛ И 
| An Ар … А, 
йн Ап Ап PA Ax 
A,A A; A, 
都 有 
КА kAly +v КА, 
k £ Ta tAn е Аһ 
КА, ЕА + КА, 


所 以 在 矩阵 的 数 乘 运算 中 ， 对 和 矩阵 的 分 块 可 以 根据 矩阵 本 身 的 特点 而 定 . 
(3) 分 块 矩阵 的 乘法 : ЖА 为 mxs EE, В 为 ;xn EE, RERE A 的 列 分 块 方式 与 
Ж ЕВ 的 行 分 块 方式 保持 一 致 ， 而 对 矩阵 4 的 行 分 块 方 式 及 和 矩阵 B 的 列 分 块 方式 没有 任 
何 要 求 和 限制 . 不 妨 设 
x Pf s 
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Аџ Ар А; Bı В}, В|, 
РТ 42 А» аш ‚ж Ba B В,, 
А, Ав = A В, В, ГЕЯ В, 
ЖФА, А», бе Ai 的 列 数 分 别 等 于 В|, B;;, з Bi 的 行 数 ， 则 
Cu С v Cu 
АВ= bw та Š: fi , 
С, С, Kä Cu 
k 
其 中 => А =А,В;+А В+: +А „В. 
1=1 
1 0 1-0 1 2 © p 
一 0 1 =2 1 0 0 
例 2 设 4= ‚ В= ‚ ЖАВ 
一 0 0 1 0 0 -l 
0 -1 0 0 0 1 -1 0 
Ж ”把 矩阵 4 与 B 进行 如 下 分 块 . 
0 
= = ы = я 
0 Е B, 
0 
А " ву О _[АпВи+Е* А|,О+ЕВ,, ите B» 
AB= | 
-E О Е жые -EB +OE -EO+0B,, -Bi О 
而 
1 Oy t 2 1 0 1 -1 
AB +E= + = » Bi == 
-1 1/\-2 1 0 1 -3 2 
所 以 
0 
АВ= 
0 
0 
Ai А} А, Aii Аз 
А, Ay e А AS „Р 
(4) 分 块 矩 阵 的 转 置 : 设 4=| ” ”| 则 47=| 2 
А, А, к A А, Ал, 


«Дә» 
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(5) 分 块 对 角 阵 : URA 是 n 阶 方 阵 , 若 4 WEE RAEE AR LAETI, 
且 这 些 非 零 子 块 都 是 方 阵 ， 而 其 余子 块 都 是 零 矩阵 ， 即 


А, О ыы О 
О А, = 0 
А= . . ° . 
ОО = А 


ЕФ А,(1=1, 2, =, 4) 都 是 方 阵 ， 这 样 的 分 块 阵 称 为 分 块 对 角 阵 . 

例 3 设 ei=(0,，…, 0，1，0，…，0) 7 为 第 i 个 分 量 为 1 而 其 余 元 素 全 为 0 的 列 向 
E, п 阶 单位 矩阵 可 以 分 块 为 已 = (е, e, 0, е,). 将 矩阵 4 按 列 分 块 为 4=(4，， 
А, 0e, An), HEF A, 为 矩阵 4 的 第 个 列 向 量 ， 则 有 

(Ai, A,, :…, А„)=А=АЕ=А(е\|, e, :…, e,)= (Ае, Ae,, =, Ae,), 
从 而 有 
Ae,=A,(k=1, 2, =, п), 

ИП Ae, 为 矩阵 4 的 第 左 列 . [JEE ¿TA 是 矩阵 4 的 第 大 行 . ЮЖ егАе =ацј А 的 (k, 1) 
元 素 . 

例 4 ЖА mxn EE, WRIHESA пх1 和 矩阵 w 都 有 4aw=O, 证 明 4=O. 

证 明 HER a 的 任意 性 ， 可 选取 a 分 别 等 于 ei(O=1，2，…,， п), ， 根 据 例 3 则 有 

Аа=Ае,=А,=0(=1, 2, +з, п), 


所 以 4=O. 
习题 1-2 
3 100 -了 0 10 214.9 0 
2100 0-10 1 139 Q 
1. А = „Вы ‚ C= ‚ Ж AC ЖАВ-В'А. 
001-4 3 0 2 1 0 0 3 1 
0 0 2 5 {' їй i 2 0 0 0 2 
À, 
2. 设 4 是 一 个 3 УЕ, ЖЕЕ B= À; ， 利 用 分 块 矩 阵 的 乘法 求 AB. 
À; 


на О E,- np TA š О Е, 
cA tapað |. 其 中 五 ,表示 п-1 阶 单位 阵 ， 证明: a| . 
1 0 E, 0 


kai 2, == п-1, А"=Е. 

4. ЖА, А, =, А, 分 别 是 п (= 1, 2, +, s) ЛЕ, ТЯ BE 
A, Oo Бае О 
O A, … О 


D= ‚ Жр*, ЖФ k EEX. 


0 O … A, 


T ЙЭ» 
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第 三 节 ”线性 方程 组 与 矩阵 的 初等 变换 


[ 课 前 导读 ] 

本 节 通 过 高 斯 消 元 法 解 线性 方程 组 ， 引 入 给 阵 的 初等 行 变换 ， 并 给 出 矩阵 的 初等 变 
H, MABE, RAPERE, EENES. 最 后 ， 我 们 利用 短 阵 的 初等 行 变换 来 
求解 线性 方程 组 . 在 学 习 本 节 之 前 ， 需 要 读者 回忆 消 元 法 解 线 性 方程 组 的 相关 知识 . 当然 ， 
正文 中 会 详细 给 出 如 何 用 消 元 法 解 线性 方程 组 . 


一 、 和 矩 阵 的 初等 变换 


过 方程 组 中 方程 之 间 的 运算 ， 把 一 些 方程 中 的 未 知 量 消去 ， 从 而 得 到 方 
程 组 的 解 . | 
下 面 ， 我 们 用 高 斯 消 元 法 来 解 一 个 线性 方程 组 . 由 于 线性 方程 组 与 它 
的 增 广 矩 阵 有 着 对 应 关系 ,为 了 了 解 在 求解 过 程 中 线性 方程 组 的 增 广 矩 
阵 的 变化 ,我们 把 在 消 元 过 程 中 出 现 的 线性 方程 组 的 增 广 矩 阵 写 在 该 方 
程 组 的 右边 . 
例 1 求解 线性 方程 组 





矩阵 的 初等 变换 


2Xy tX, 18, 
хү-Хху+ху=4, 


2хү+ху-®у=-1. 


线性 方程 组 对 应 的 增 广 矩阵 
2ху+%)» =3, 2 Ш. Ü 3 


хү-ху+ху=4, 








2хү+®у-ху=-1, 2 1 -1 -1 
交换 方程 组 的 第 一 个 方程 和 第 二 个 方程 ”对 应 的 增 广 和 矩阵 正好 是 交换 第 一 行 和 第 二 行 

хү-ху+ху=4, 1-1 4 
(1) 2xi+x =3, > L DaS, 
2 1 -i -1 
Я ЛУ ПУЛ ГАЕТЕ 5—17 Н BF Jú 
乘 以 -2 分 别 加 到 第 二 行 、 第 三 行 对 应 位 置 








2 tiaz wa =l, 


把 方程 组 的 第 一 个 方程 乘 以 -2 加 到 第 二 
个 方程 和 第 三 个 方程 上 


的 元 素 上 
хү-ху+ ху=4, 1 —- 1 4 
(2) Зху—2%у=-—5, o 3 =2.-5 
3x,—3x,=-—9, G 3 = nag 





第 二 个 方程 乘 以 -1 加 到 第 三 个 方程 上 ， 


第 三 个 方程 乘 以 -1 


СЭ 3х,-2х3=-5, 





хз=4, 


第 三 个 方程 乘 以 2 加 到 第 二 个 方程 上 ， 


第 二 个 方程 乘 以 


хү-Хху+ху=4, 


(4) 


Xa =1, 





хз=4, 


第 三 个 方程 乘 以 -1 加 到 第 一 个 方程 上 ， 


第 二 个 方程 乘 以 1 加 到 第 一 个 方程 上 


хү =1, 


(5) 


хә =l, 





хз =4, 
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对 应 的 增 广 和 矩阵 正好 是 把 第 二 行 的 每 个 元 素 
乘 以 -1 加 到 第 三 行 对 应 位 置 的 元 素 上 ， 第 
三 行 每 个 元 素 乘 以 -1 

上 
0 3-2 -5 
бА ал 
对 应 的 增 广 矩阵 正好 是 把 第 三 行 的 每 个 元 素 
乘 以 2 加 到 第 二 行 对 应 位 置 的 元 素 上 ， 第 二 


= = Жы! 
行 每 个 元 素 乘 以 5 








F =1 
9 1 
0 0 


对 应 的 增 广 和 矩阵 正好 是 把 第 三 行 的 每 个 元 素 
乘 以 -1， 第 二 行 的 每 个 元 素 乘 以 1， 都 加 到 
第 一 行 对 应 位 置 的 元 素 上 





l 4 
0 1 
1 4 











最 后 一 个 方程 组 有 唯一 解 zi =1, x,=1, x3=4. 
在 用 消 元 法 解 线性 方程 组 的 过 程 中 ， 我 们 主要 用 到 了 下 列 三 种 方程 之 间 的 变换 : 


(1) 交换 两 个 方程 的 次 序 ; 
(2) 一 个 方程 乘 上 一 个 非 零 数 ; 


(3) 一 个 方程 乘 上 一 个 非 零 数 加 到 另 一 个 方程 上 

这 三 种 方程 之 间 的 变换 都 是 可 逆 的 ， 比 如 在 例 1 中 ， 交 换 原 方程 组 的 第 一 个 方程 和 第 
二 个 方程 得 到 方程 组 (1) ， 于 是 交换 方程 组 (1) 的 第 一 个 方程 和 第 二 个 方程 就 得 到 原 方程 
组 ; 把 方程 组 (1) 的 第 一 个 方程 乘 以 -2 分 别 加 到 第 二 个 方程 和 第 三 个 方程 上 得 到 方程 组 
(2) ， 则 方程 组 (2) 的 第 一 个 方程 乘 以 2 分 别 加 到 第 二 个 方程 和 第 三 个 方程 上 就 得 到 方程 
(1); 方程 组 (2) 的 第 二 个 方程 乘 以 -1 加 到 第 三 个 方程 上 ， 然 后 第 三 个 方程 乘 以 -1 得 到 
方程 组 (3) ， 则 方程 组 (3) 的 第 三 个 方程 乘 以 -1， 然 后 第 二 个 方程 乘 以 1 加 到 第 三 个 方程 
上 就 得 到 方程 组 (2). 因此 ， 变 换 前 的 方程 组 与 变换 后 的 方程 组 是 同 解 的 .从 而 最 后 求 得 
的 方程 组 (5) 的 解 就 是 原 方程 组 的 解 ， 即 原 方程 组 有 唯一 解 : x =1，xz=1，x3=4. 由 此 可 
见 ， 对 矩阵 实施 这 些 变换 是 十 分 必要 的 ， 我 们 引入 如 下 定义 . 


定义 1 


下 面 三 种 变换 称 为 矩阵 的 初等 行 变换 : 


(1) 交换 矩阵 的 某 两 行 ， 我 们 用 гот, 表示 交换 矩阵 的 第 i、j 两 行 ; 
(2) 矩阵 的 某 一 行 乘 以 非 零 数 ， 用 入 ;表示 矩阵 的 第 ; 行 元 素 乘 以 非 零 数 k; 
(3) 将 矩阵 的 某 一 行 的 倍数 加 到 另 一 行 ,用 rkr, 表示 将 和 矩阵 第 i 行 的 倍加 到 第 


. [5 
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将 上 面 定 义 中 的 “ 行 " 换 成 “ 列 ”( 记 号 由 “r” 换 成 “ec”) ， 就 得 到 了 和 矩阵 的 初等 列 变换 的 
定义 . | 

和 矩阵 的 初等 行 变 换 和 初等 列 变换 统称 为 矩阵 的 初等 变换 . 

显然 ， 三 种 初等 行 ( 列 ) 变换 都 是 可 逆 的 (简单 的 说 ， 就 是 变换 可 以 还 原 ) ， 它 们 的 逆 
变换 分 别 为 :变换 r от, 的 道 变换 就 是 其 本 身 ; 变换 kr, 的 道 变换 是 一 r;; 变换 +hr; Їй 
变换 是 r+(-k)r;. 


Ы 

















在 例 1 中 ， 线 性 方 程 组 (3) (4), (5) 对 应 的 增 广 和 矩阵 有 一 个 共同 特点 ， 就 是 : 可 夯 
一 条 阶梯 线 ， 线 的 下 方 全 为 零 ; 每 个 台阶 具有 一 行 ， 台 阶 数 就 是 非 零 行 的 行 数 ;每 一 非 零 
行 的 第 一 个 非 零 元 位 于 上 一 行 第 一 个 非 零 元 的 右 侧 ， 即 

l -l l 4 J — 1 4 0 0 1 

© 3. =Q =5 ЖИШШ 

0 0 0 0 0 -0 
这 样 的 和 矩阵， 我 们 称 为 行 阶梯 形 和 矩阵 . 对 于 最 后 一 个 矩阵 ， 它 的 非 零 行 的 第 一 个 非 零 元 全 
为 1， 并 且 这 些 “17" 所 在 的 列 的 其 余 元 素 全 为 零 ， 这 样 的 阶梯 形 和 矩阵 ， 我 们 称 为 行 最 简 形 
和 矩阵 . 




















0 2 2 1 
例 2 矩阵 |0 4 0 3| 不 是 行 阶梯 形 和 矩阵， 因为 第 一 行 第 一 个 非 零 元 2 下 方 有 非 堆 
00 + © 
元 素 4; 
t 2-1 
矩阵 |3 1 -1 2| 也 不 是 行 阶梯 形 和 矩阵， 因为 第 二 行 第 一 个 非 零 元 3 不 在 上 一 行 第 
0 0 2 了 
一 个 非 零 元 1 的 右 侧 ; 
2 2 % 1 
矩阵 | 0 0 0 0| 也 不 是 行 阶梯 矩阵 ， 因 为 全 零 行 (第 二 行 ) 下 面 有 非 全 零 行 (第 
0° 15-5 +3 
=4); 
L O: 10-109 
О 1 ОВА аса [А М 
BE 。 g 2 | 是 行 阶梯 形 和 矩阵 ， 并 且 是 行 最 简 形 矩阵 
ооо 0 Q 
2 -=% F -T 2 
例 3 EMEA T | АТНЫ, 
=] 4 ' =3 2,42 


< б-а 
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再 进一步 化 为 行 最 简 形 矩阵 . 


2 =й J „18 I t Е 
ао ае а а аныл 
L ú k ый, ЕС. > 28 1 арй 
h á < 3 3 =L á =й Š 
иь [1 1 21 3) Пп 1 маем 
ВРЕ E kull ME DE Тө 
„зч =н, a 
wa lo — 5 a jamio Sr а MQ 
026 LS y g б 06" I A. 
L 31 294 4 a 
m o 0 5 行 阶梯 形 矩阵 
0 0 0 0 
{和 — 1 å ii =2 0 7 
230 1 -1 1 0 | љ+-0)ь, |0 1 -1 0 3 
соо 1 35| 39-05 [0 0 0 1 з 
ооо о 0 00 оо 0 
10-104 
5.4... “| Ж ш А, 行 最 简 形 矩阵 


0 0 0 1 -3| 
00 0 0 0 
对 于 行 最 简 形 矩阵 再 实施 初等 列 变换 ， 可 变 成 一 种 形状 更 简单 的 矩阵 . 例如 ， 将 例 З 
中 的 行 最 简 形 矩阵 再 实施 初等 列 变换 ， 得 


1 0 -1 0 4 boto thti {1 0 000 
0 1 =I 0.3 6 了 ro 一 rc е;+(-3)с 0 1 0 0 0 
一 一 一 — 

0 0 0 1 -3lctcl0 0 0 1 -3 cs+3c, 0 0 0 1 0 
оосо о 0 0 0 0 0 0 ооо @ 0 
LL 0 0:0: Q 

сес 10 1 010 0 

”一 一 =F, 
О 07 110-10 
0 0 010 O 

最 后 一 个 矩阵 F 称 为 矩阵 4 的 标准 形 ， 写 成 分 块 和 矩阵 的 形式 ， 则 有 

Е; 0 
к-[ ) 
о о 


对 于 一 般 的 矩阵 ， 我 们 有 下 面 的 结论 : 
定理 (1) 任意 一 个 mxn 矩阵 总 可 以 经 过 若干 次 初等 行 变换 化 为 行 阶梯 形 和 矩阵 ; 
(2) 任意 一 个 mxn 和 矩阵 总 可 以 经 过 若干 次 初等 行 变换 化 为 行 最 简 形 和 矩阵 ; 

(3) 任意 一 个 mxn 和 矩阵 总 可 以 经 过 若干 次 初等 变换 ( 行 变换 和 列 变换 ) 化 为 它 

s. f. 
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的 标准 形 к=[ 5 ы ， 其 中 r 为 行 阶梯 形 矩 阵 中 非 零 行 的 行 数 

定义 2 ЖОШ А 经 过 有 限 次 初等 行 ( 列 ) 变换 化 为 矩阵 吾 ， 则 称 矩 阵 4 与 矩阵 B 行 
( 列 ) 等 价 ; ЖЖ А ZAHARRERA EEB, WEER 4 与 矩阵 好 等 价 . 

我 们 用 A“B 表示 和 矩阵 4 SER B E, НАВ RREK A УЖЕ B 列 等 价 ， 用 
А-В 表示 和 矩阵 4 与 矩阵 В 等 价 . 

注意 : 和 矩阵 间 的 行 ( 列 ) 等 价 以 及 矩阵 间 的 等 价 是 一 个 等 价 关 系 ， 即 满足 : 

(1) 自 反 性 : 任意 矩阵 4 与 自身 等 价 ; 

(2) 对 称 性 : 车 矩阵 4 与 矩阵 В 07, WERB 与 矩阵 4 等 价 ; 

(3) 传递 性 : HER А 与 矩阵 如 等 价 ， 和 矩阵 妇 与 矩阵 C 等 价 ， 则 和 矩阵 4 与 矩阵 C 
等 价 . 

等 价 关系 是 数学 中 一 个 十 分 重要 的 概念 . 等 价 的 对 象 具有 某 种 共性 ， 这 在 以 后 可 以 得 
到 具体 的 体现 . 


二 、 求 解 线性 方程 组 


XIF п 元 线性 方程 组 
aX tax) + +a, x, =b, 
а›ху+аууху++а›„х„=Ь›, 


(3-1) 


*........ 


а 1%) FG. ox +" + п, =b. 
如 果 b;(i=1，2,…，m) 不 全 为 零 ， 那 么 这 个 线性 方程 组 称 为 n 元 非 齐 次 线性 方程 
组 ， 如 例 1 中 的 方程 组 就 是 3 元 非 齐 次 线性 方程 组 .如 果 b=6,=…=b,,=0， 即 形 如 
aw taox t +a x. = 0, 
axı +a x+ +a, X, =0, 


(3-2) 


Qa XI +4295 t +A х, = 0. 
的 线性 方程 组 称 为 元 齐 次 线性 方程 组 ， 显然 ， 齐 次 线性 方程 组 一 定 有 解 x) =x, =…=x = 
0， 这 个 解 称 为 齐 次 线性 方程 组 的 零 解 . 如果 齐 次 线性 方程 组 有 唯一 解 ， 则 这 个 唯一 解 必 
定 是 零 解 。 当 齐 次 线性 方程 组 有 无 穷 多 解 时 ， 我 们 称 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 . 下 面 ,我 
们 用 和 矩阵 的 初等 行 变 换 来 求解 线性 方程 组 . 

消 元 法 解 线 性 方程 组 的 过 程 就 是 对 线性 方程 组 的 增 广 矩阵 做 初等 行 变 换 ， 将 原 方程 组 
的 增 广 矩 阵 先 化 为 行 阶梯 形 和 矩阵， 然后 再 化 为 行 最 简 形 矩阵 的 过 程 . 而 增 广 和 矩阵 的 行 最 简 
形 和 矩阵 所 对 应 的 线性 方程 组 与 原 线 性 方程 组 是 同 解 的 . 因此 ， 解 n 元 非 齐 次 线性 方程 组 的 
具体 步骤 如 下 : 

(1) 写 出 线性 方程 组 (3-1) 的 增 广 和 矩阵 4; 

(2) 对 和 实施 初等 行 变换 ， 化 为 行 最 简 形 和 矩阵 R, 

(3) 写 出 以 不 为 增 广 和 矩阵 的 线性 方程 组 ; 
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(4) 以 第 一 个 非 零 元 为 系数 的 未 知 量 作为 固定 未 知 量 ， 留 在 等 号 的 左边 ， 其 余 的 未 知 
量 作为 自由 未 知 量 ， 移 到 等 号 右边 ， 并 令 自由 未 知 量 为 任意 常数 ， 从 而 求 得 线性 方程 组 
的 解 . 


例 4 解 方程 组 
2%ү—%у%5ху—=24=1, 
X| X> —4x, = 3. 
解 ” 对 该 线性 方程 组 的 增 广 和 矩阵 实施 初等 行 变换 ， 得 
J 1-2 —2 1 | 
ы O 1 T 2 = T r= [01 1 2 一 下 
А= ше S$ 
2 -I 5 —2,' tius |0 1 1 2 =l 
1 =1 Ü 4 3 0 0 =2 =2 2 
її 2 e2 il 1.1 2 =2 1 
r+(—1)r, 0 1 1 9 -1 „от 0 1 1 2 -1 
一 一 
[23 |0 0 0 0 0 0 1 1 -l 
2 
0 1 л = по о ә p 
1 =L Ө = 3 то о =3 3 
мс) ТО 1-0-1 0 raj) 0 1-0 1 0 
一 А 
r+(-2)r3 |O 0 1 1 -l б 051 Л =] 
0 Q0 0 0 Ө ооо O © 
sr =3%4=3, x =3+3c, 
{ РЕЧЕ хә 十 X4 0, к х= -с, 
从 而 原 方程 组 等 价 于 6 x4=c， 移 项 ， 得 原 方程 组 的 解 为 ; 其 
xat%a=—1, хз=-1-с, 
0= 0. %4 =c, 
中 e 为 任意 常数 . 
x + X, 2x3=1, 
|5 解 方程 组 ;3xi+8x?+ x3=-2， 
7x  +2x,—21xs, = 13. 
解 ” 对 该 线性 方程 组 的 增 广 矩阵 实施 初等 行 变换 ， 得 
L 1- =й f Л =й 1 1 1 =Z 1 
жә ғ,+(-3) ғ; Fatra 
4=|3 8 1 =? 0, 5 17 —S5 | — $ 7 =S], 
pt =) 
7? 2 =% 13 0 .=5.=7 6 ооо 1 

















хү+хъ-2х3=1, 
从 而 原 方 程 组 等 价 于 ;5$x?+7x3; =-5， 最 后 一 个 方程 为 矛盾 方程 ， 所 以 原 方程 组 无 解 . 
0=1 
从 例 1、 例 4、 例 5 可 以 看 出 ， 若 线性 方程 组 (3-1) 的 增 广 矩 阵 为 4, R ` À 的 行 最 简 
形 ， 则 关于 线性 方程 组 (3-1) 的 解 ， 我 们 有 以 下 命题 : 
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命题 (1) 线性 方程 组 (3-1) 有 解 的 充分 必要 条 件 是 第 一 个 非 零 元 不 出 现在 及 的 最 后 
一 列 ; 

(2) 线性 方程 组 (3-1) 有 唯一 解 的 充分 必要 条 件 是 第 一 个 非 零 元 不 出 现在 让 的 最 后 一 
列 ， 且 第 一 个 非 零 元 的 个 数 等 于 未 知 量 的 个 数 ; 

(3) 线性 方程 组 (3-1) 有 无 穷 多 解 的 充分 必要 条 件 是 第 一 个 非 零 元 不 出 现在 开 的 最 后 
一 列 ， 且 第 一 个 非 零 元 的 个 数 小 于 未 知 量 的 个 数 . 

证 明 只 需 证 明 条 件 的 充分 性 ， 因 为 (1) 、(2) (3) 的 必要 性 可 分 别 由 (2) (3), 
(1), 、(3) 和 (1) 、(2) 的 充分 性 利用 反 证 法 得 到 . 对 线性 方程 组 (3-1) 的 增 广 和 矩阵 4 实施 
初等 行 变换 ， 化 为 行 最 简 形 矩阵 尺 ， 为 了 书写 方便 ， 不 妨 设 及 为 


Í Ü # Ü a © с, dj 
Ü 1 = O бф #= Ga d 
0 о ] € c d 


© 
© 
© 
© 
© 
a 
+ 


(1) 如 果 首 元 出 现在 最 后 一 列 ， 即 d,,, =1， 于 是 及 的 第 + 行 对 应 矛盾 方程 0=1， 从 而 
线性 方程 组 (3-1) 无 解 . 
(2) 当 4d,,=0( 或 d,,| 不 出 现 ) ， 且 首 元 的 个 数 等 于 未 知 量 的 个 数 时 ， 玉 变 为 
1 оо-ой 


° © 
о © 
... С о ... 
© jt 
o Aa 


R 对 应 的 方程 组 为 


从 而 线性 方程 组 (3-1) 有 唯一 解 . 
(3) 当 4qd,,,=0( 或 d,,, 不 出 现 ) ， 且 第 一 个 非 零 元 的 个 数 小 于 未 知 量 的 个 数 时 ,及 变 为 
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1 0 0 е РГ. ` 
0 l ©] С2 п-г d, 
> 0 0 l Ca С, n-r т 
Ё= ; 
0 0 0 
0 0 0 
0: 0 0 0 0 0 
R 对 应 的 方程 组 为 
X| 二 一 C11XrH 130,42 ГЄ п. +41 , 


%2 三 一 C21Xr+1 一 C22%r+f2 一 C2,n-rXn 二 d2 ， 
Xr 二 一 CrlXr+1 一 Cr2Xr+2 一 C x 


r,n-r ntd, 
+ H 由 未 知 数 Xr+] =k, ‚ Xr+2 =k, , 


的 解 
хр сц сро 61 п-,Ка-+4, 
а , 
Xr 二 一 Crl k, -ck =. а-а, ? 
Xr+l =k, » 
X2 =), 
Xa =k,-, 


从 而 线性 方程 组 (3-1) 有 无 穷 多 解 . 


对 于 nn 元 齐 次 线性 方程 组 (3-2) ， 由 于 等 号 右 端的 常数 项 全 为 零 ， 所 以 只 需 对 方程 组 


的 系数 矩阵 实施 初等 行 变换 即 可 . 


3x1+2x2?+Sx3=0， 


б 解 线性 方程 组 13xi-2x2+6x3 =0， 
解 ” 对 该 线性 方程 组 的 系数 矩阵 实施 初等 行 变换 ， 得 
3 Tol 5 š Ó sy a fmni l 0 
wu q еа. — «2—5 en 
2 0 5 3 2 bidii м ЛЬ и те 
ü š taj 
0 4 


e, x = 如 rr， 即 得 线性 方程 组 (3-1) 的 含有 mn-r 个 参数 


n| 


“Ds 
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O O = =— 


5 
1 @ = 
3 1 
ың „+(——-)» 1 0 0 (-—)= 1 0 
Ü — „>. = о -2 0 F IS CE .. 1 
tgn 10 0 -4 (=ту» 0 0 
0 0 -4 
所 以 该 线性 方程 组 只 有 零 解 . 
tit %—2%у+ х =0, 
251= у= Жу a= 0 
例 7 解 方程 组 
3x] +6х,-9х; +7х4 = 0 А 
4x -6х,+2х3-2х. = 0. 
解 ” 对 该 线性 方程 组 的 系数 矩阵 实施 初等 行 变换 ， 得 
l t = Лү, [1 -2n 1 -2 
2 -1 -1 1 r3+(-3)r, 0 -3 3 _1 rs+r; 0 -3 3 
: 一 一 
3 6 -9 7|n+r-m 10 3 -3 4 0 0- O 
4 =6 2 =2 0 =10 10 =6 0 -10 10 
1 1 =7 L'E = 4 1 
1 
74+273 0 -3 3 一 (-5)" 0 1 -1 0 r.+3r, 0 
— 
2 0 0 0 1 “л O Q0 об T 0 
0 -10 10 0 03 3 s] 0 
L 1 =2 Ü 1' O =l 0 
74+r3 0 1 -1 O| л+(-1)ь |0 1 -1 0 
— — ç 
иңе 10 0 0 1 0001 
0 0 0 0 0 0 0 
x, -x3 =0, 
从 而 原 方 程 组 等 价 于 1 n- =0, 令 x3=c， 移 项 ， 得 原 方程 组 的 解 为 : 
x4=0. 
任意 常数 . 
习题 1-3 


1. 用 初等 行 变换 将 下 列 和 矩阵 化 为 行 最 简 形 矩阵 : 


» 2 b. 1734 = 

pii si б 2 4 1 
ааа 50 |? (2) Jo 4 -27 -1 

Do 5.08 11 9 39 a 3 
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2. 解 下 列 齐 次 线性 方程 组 : 


xt X27 хз=0, ху-5х,+2х5;-3х, =0, 
(1) 3х, + х,+4х;=0, (2) {2х,+4х,+2х3+ x4=0, 
хү-2ху+3ху=0; Sx +3x;+6x;- х„=0; 


x +2x,+3x,+ х,=0, 
(3) 
XI1+2x2—9x3—5x4 =0, 


3. 解 下 列 非 齐 次 线性 方程 组 : 


Xl =2% 十 4x3 = 一 9 

3wi 十 X2 十 5х3-4х4=2, 

(1) 42 +3х,+ х3=4, (2) 
7х,-10х;+5х,=-4, 

3x, +8x2 一 2x3 = 13; 

3x -6x3 +15x;-9x4=1; 

ху %„+2ху-®4=1, 
хү+2ху-ху=0, ДЕ 

2x1-2x2+ x3 1, 

x + x2 一 2x3 一 %4 =-1, 
х X, xÍ = 6; 

X.” 9+ яз, =2. 


хү+ ху+Ах;=0, 
4. 设 有 齐 次 线性 方程 组 1 xi1+Axz+ x3=0, 当 入 取 何 值 时 该 方程 组 只 有 零 解 ? 当 A 取 何 
Àx i+ x+ x3=0, 
值 时 该 方程 组 有 非 零 解 ? 并 在 有 非 零 解 时 求 出 全 部 解 . 
x 十 ху—2ху+3х„ =0, 
2x1+ х,-бх;+4х,=-1, 
5. 设 有 非 齐 次 线性 方程 组 讨论 p, t 的 取 值 对 该 方程 组 解 的 影 
3х|+2х›+рху+7х,=-1, 
X1 一 Т ЕЯ 


响 , 并 在 有 无 穷 多 解 时 求 其 解 . 
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[ 课 前 导读 ] 
我 们 知道 ， 在 实数 的 运算 中 有 逆 的 概念 ， 即 如 果 ab=ba=1, NA b=a' f a=b. 本 
节 我 们 也 在 给 阵 的 运算 中 引入 类 似 的 概念 ， 即 方 阵 的 北 ， 并 给 出 北 和 矩阵 的 性 质 和 求法 . 在 
学 习 本 节 前 ， 需 要 读者 熟悉 矩阵 的 初等 变换 . 
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一 、 方 阵 的 逆 矩 阵 


1. 逆 和 矩阵 的 定义 
定义 1 设 A 为 n 阶 方 阵 ， 如 果 存 在 n 阶 方 阵 B 使 得 
AB=BA=E (4-1) 
Ж, Е п 阶 单位 方 了 泗 ， 则 称 和 矩阵 A пру, Е B 称 为 A КОЯН ИЕ; 否则 称 4 是 
不 可 逆 的 . 
ДПЕ А 可 逆 ， 则 4 的 逆 和 矩阵 一 定 是 唯一 的 . 这 是 因为 ， 若 矩阵 召 、C 都 满足 
АВ=ВА=Е, АС=СА=Е, 
由 于 和 矩阵 乘法 满足 结合 律 ， 于 是 
C=CE=C(AB)= (CA)B=EB=B. 
所 以 А 的 逆 和 矩阵 一 定 是 唯一 的 . А ВИСА". 
2. 逆 矩 阵 的 性 质 
(1) ЖА 可 逆 ， ШАТ п, HHA) =А; 
(2) ЖЖ А, A, >, А, 都 可 逆 ， 则 它们 的 乘积 A14,…A, ETA, HHA 
A JTA da A 
(3) Ж АЖ, ДАТ т, 并 且 (47)-1=(471)"，; 
(4) ÆA 可 递 并 有 目 数 0， 则 kA 也 可 逆 ， 3EEB(kKkA) =k A. 
证 明 ”我 们 用 逆 矩 阵 的 定义 验证 性 质 (3) ， 其 余 性 质 留 给 读者 自己 验证 . 
由 4 可逆 推出 4- 存在 ,， Н АА =A.A=E, 于 是 有 (A441)1=(4A-14)T'=ET. 由 矩阵 
转 置 的 运算 规律 得 
(á УЛАТ=АЛ(Ат утын. 
ЖОГ АТУ CEAT, 
例 1 EE A 有 全 零 行 (全 零 列 ) ， 那 么 矩阵 4 — EAS Эй. 
证 明 假设 矩阵 4 的 第 i 行 是 全 零 行 ， 则 对 任何 一 个 矩阵 B， 和 矩阵 4B 的 第 i 行 总 是 
全 为 零 ， 从 而 不 存在 矩阵 B 使 得 4B=BA=E， 所 以 矩阵 和 不可逆. 类似 可 证 ， 若 矩阵 A 
有 全 零 列 ， 那 么 矩阵 4 一 定 不 可 道 . 
例 2 设 4=O(F 为 正 整 数 ) 证明. (Е-А) !=E+A+A2+-+AEF 1, 
证 明 因为 44=0O， 于 是 
(Е-А) (E+A+A?+...+A“!)=E(E+A+A’+.……+A"!)-A(E+A+A?+..……+A‘!) 
= Е+А+А?++++АК!-А-А?—..--А*-!—-А*^ 
=E-A*=E, 
(E+A+A2?+...+AF-1)( E-A)= (E+A+A2+-...+AF-1)E-( E+A+A2+-...+AF-1 A 
=Е+А+А?+-+АК1-А-А?—...-А*-1-А* 
=Е-А*=Е. 
所 以 E-A 9), Н(Е-А)!=Е+А+А?+.--+А* 1, 
下 面 我 们 介绍 几 类 最 基本 的 可 逆 和 矩阵 . 
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二 、 初 等 矩阵 


定义 2 Яп 阶 单 位 矩阵 E 实施 一 次 初等 变换 得 到 的 和 矩阵 称 为 n 
阶 初等 矩阵 . 

由 于 初等 变换 有 三 种 ， 对 n 阶 单位 矩阵 E 实施 一 次 初等 变换 得 到 
的 初等 矩阵 也 有 三 类 . 

(1) 交换 单位 阵 E 的 第 i 行 和 第 j 行 ， 或 交换 EE 的 第 i 列 和 第 j 
列 ， 得 到 的 初等 矩阵 记 为 E(i, j), B 





E(i, ])= 


1 


E(i(k))= k 第 i 行 . 


(3) 将 单位 阵 E 的 第 i 行 乘 以 & 加 到 第 j 行 (或 将 单位 阵 E ВУ у УЗЕ Е 加 到 第 i 列 ) 
得 到 的 矩阵 记 为 E(i(k), j), BI 
1 


E(i(k), j)= 


关于 初等 变换 与 初等 矩阵 的 关系 ， 我 们 有 下 面 的 结论 . 
命题 1 初等 矩阵 都 是 可 逆 的 ， 并 且 初 等 矩阵 的 逆 和 矩阵 仍 为 同一 类 型 的 初等 矩阵 ， 即 


E (i, j) !=E(i, j), Е бюл =Е[{[--)}, E (ilk), }7®=Е(ї(-®), j). 


证 明 直接 计算 得 : 
和 
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TU, PEU D-2, в00)8|45-)) (15) вао) )=, 
E, DEGO, = ЕО), ЕСК), = Е. 
所 以 


E(i, Ј) !=E(i, j), кг)! =Е|{--)}, E(i(k), j) '!=B(i(-k), j). 


命题 2 设 4 是 一 个 mxn ЖЕ, ХА 施行 一 次 初等 行 变换 ， 相 当 于 在 4 的 左边 乘 以 
相应 的 m 阶 初 等 矩阵 ; 对 4 施行 一 次 初等 列 变换 ， 相 当 于 在 А 的 右边 乘 以 相应 的 n 阶 初 
等 矩阵 . | 

证 明 ”只 需 理解 初等 变换 的 意义 ， 然 后 用 矩阵 乘法 直接 验证 即 可 ， 有 具体 验证 留 给 读者 . 

例 3 设 A=(a;) 是 一 个 3 阶 方 阵 ， 试 求 一 个 3 阶 可 逆 和 矩阵 P. (19 

ai Giz Q13 
РА =|азү+Кауу азу+Ёаү) азу+Кауу |. 
a2) 422 G23 | | 

解 ЖЕ PA 可 看 成 是 先 交 换 矩 阵 4 的 第 2 行 和 第 3 TREE В, HEE B 的 第 

1 行 乘 以 数 开 加 到 第 2 行 得 到 的 . 根据 命题 2， 这 相当 于 先后 用 初等 矩阵 百 (2，3 ) = 


1 © .0 1 0.0 
0 0 1 
0 1.0 


 Ж(1(Е), 2)=|Е 1 0 
所 以 


EREA, BI 











001 
PA=E(1(k), 2)Е(2, 3)A, 


1 0 
1 


0\/1 0 0 1 0 
P=E(1(k), 2)E(2, "| 中 0 |+ 0 
0 0 0 1 0 Ü 1 


交换 矩阵 召 的 第 2 行 和 第 3 行 得 到 的 ， 即 
PA=E(2, 3)E(1(k), 3)A, 


SAE B, BL 


所 以 


三 、 初 等 矩阵 与 逆 矩 阵 的 应 用 


首先 ， 我 们 利用 初等 矩阵 和 初等 变换 给 出 一 个 方 阵 可 逆 的 判别 条 件 . 
定理 1 下 面 命题 互相 等 价 : 

(1) n ЙЛ А 可 道 ; 

(2) 方 阵 4 行 等 价 于 nn 阶 单位 矩阵 EE; 





初等 行 变换 的 应 用 
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(3) 方 阵 4 可 表示 为 一 些 初等 方 阵 的 乘积 . 

证 明 ”为 了 证 明 的 方便 ， 我 们 采取 (1) 一 (2) 一 (3) 一 (1) 的 方式 来 证 明 . 

(1)=(2): 由 本 章 第 三 节 的 定理 1 可 知 ， 方 阵 4 经 过 若干 次 初等 行 变换 可 化 为 行 最 简 
EJERE R. 再 由 命题 1 可 知 ， 这 相当 于 存在 若干 个 初等 矩阵 P| P,, ，…， 已 ， 使 得 已 … 
Р,Р,А=Е. 由 于 初等 矩阵 都 可 逆 ， 车 A пй, WARE D E ЕНД PEBE I P P.P A =R 可 
逆 ， 从 而 行 最 简 形 矩阵 R 没有 全 零 行 ,这 迫使 R=E， 即 P.…P,P14 =E， 所 以 方 阵 和 4 行 等 
MF n 阶 单位 矩阵 五 

(2)=(3): 若 方 阵 4 行 等 价 于 n 阶 单位 矩阵 E， 则 存在 若干 个 初等 矩阵 P| Pa, o 
P,， 使 得 P.…P,P1A =E， 由 于 初等 矩阵 都 可 逆 且 其 逆 矩 阵 仍 为 初等 矩阵 ， 记 Ру, Pa, -- 
Р, 的 逆 和 矩阵 分 别 为 严 ! ，P;!，…，P;!， 于 是 

P71P;!:…P-1(P..…P,P,A)= Pi'P;'……P7E, 
即 A4=Pi!'P;'…P,!'. 也 就 是 说 ，A 可 表示 为 初等 方 阵 PT, P3, +, P-! 的 乘积 . 

(3)=(1): 设 方 阵 4=P1P,…P,， 其 中 P, P,, ---, Р, 均 为 初等 矩阵 ， 由 于 初等 矩 
EHA, FEER А =P P,P, іп. 

由 定理 1 的 证 明 可 知 ， 若 n 阶 方 阵 4 A, WAEA EE P= P PP, (19 
РА=Е, TE 

А” a Pp Pp P= 
构造 一 个 分 块 矩阵 (4 | Е), ， 做 分 块 矩 阵 的 乘法 : 
P(A | Е)= (PA | PE)= (E | Р)= (Е | А^!). 

上 式 等 价 于 对 分 块 矩 阵 (4 | 五 ) 实 施 了 若干 次 初等 行 变 换 ， 当 4 ЛЕЙ ЕН], ERER 
TA. 所 以 ， 定 理 1 给 出 了 判别 矩阵 4 是 否 可 逆 ， 并 在 可 道 时 求 4-! 的 一 种 方法 : 

(1) 首先 构造 分 块 矩 阵 (4 |E); 

(2) 对 矩阵 (4 | 五 ) 实 施 初 等 行 变换 ， 将 (4 | E) 化 为 行 最 简 形 和 矩阵 ; 

(3) WRA 不 能 行 等 价 于 五 ， 则 和 矩阵 4 不 可 逆 ; ЖА 能 行 等 价 于 E， 则 A 可 道 , НЕ 
就 行 等 价 于 A . 

例 4 ТРАЕ Е и пу, ету д Д НН ЕЕ. 


























1 1 -2 L W 1 
(1) [2 =i -1|; Е 3: 
3 6 -9 I 3 6 
1 1 -2|1 0 0 11-21100 
r,+(-2)r, r;+r, 
解 (1) |2 -1 -1|0 1 0——— 0 -3 3 | -2 1 0 
ratk —3) P, 
3 6 -9|0 0 1 -3|—-3 0 1 
Í As 202—1 @ б 
0-3 3-|-2 1 0|, 
0 0: 6. 1.3 
1 1 ,=2 L 1 二 2 
由 于 阶梯 阵 |0 -3 3 | 最 后 一 行 全 为 零 ， 所 以 矩阵 |2 -1 -1 |Жай, 
0 0 O 3 6 -9 
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L Ç+ 1 0 0 1 1 i 0 O 
ғ+(-1)г ғ35+(-2)г, 
(2) 11 2,350 LOGO] 0 Y. 21 —=% 1...0 
Patil) 
l 3 60 Ө 1 б 2 Su =) ДД 
1 11 1 о Q ї- 15 0/1 0 2 -l1 
г,+(-2)ғ; Fit om 
OQ q 21 =l O Дь 0 | 3 2 
гү+(-1)г, 
001 =2 б TI Е 
1 0 013 -3 1 
01 0-3 5 =—2/|. 
0 «1 $ upa. 4 
J. h. 站 
所 以 矩阵 |1 2 з | 可 逆 , 并 且 
1 3 6 











L + Wy 3 = 1 
t 2 3| =|=3 5 =]. 
L Ж 6 1 — 1 


利用 逆 和 矩阵 还 可 以 求解 矩阵 方程 АХ= В, XA =B 1 AXB =C. 
车 矩阵 A пй, WA 
A-!(AX)=A-'B=(A-'A)X=A- B=X=A-1B, 
(XA)A !=BA '—X(AA 1)= BA '—»X=BA-'. 
AEEA, BAHA, ЯТ 
A 1(AXB)B =А-!СВ 1=(A!A)X(BB !)=A ` !CB 1!=X=A ` CB`!. 
ERTEKE, ШЖ ЖЕЛИ ДЕСЕ Е, ТЕЙ yE r EE DP P Л ЇН AÉ ЛИ kE ЕЕ 
“ 左 乘 "还 是 “ 右 乘 ” 
解 和 矩阵 方程 也 可 以 用 初等 行 变换 的 方法 .对 于 方程 4 成 = 互 ， 构 造 分 块 矩阵 (4 | B), ， 并 
对 (4 1B) 实 施 初等 行 变换 化 为 行 最 简 形 矩阵， 如果 А 变 为 E， 则 说 明 А пе), ЕВ 就 
ЛЕЛИ Т X=A !B. 
15 解 下 列 矩 阵 方程 : 


^ч 
— 
— 
ы 
мм ë = 
з + 
Yc 
>< 
II 
æ ә 
о |! 
v S 
Xa tt 
~ 
N 
— 
b< 
жел Уу 
O m= 
| © 
N 
N 
We 
1 
N — 
L ° 
— 
М. 


= = „+(-2 =й = > -4 
К 1 412 -1 33 wi-2)n [1 41-2 1 -3 ж-а 
ы (Dn ko -ni-s 2 -&) Toa 


Q 13:22 g 
Дт 
3 = 8) 
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(2) 对 于 方程 X44=B， 可 以 先 用 初等 行 变换 求解 方程 ATX' = В', АКН X. 


J © =20|=1. 1 Ü =2— l 

ra+2r) 
(AT|BT)=| 0 -2 -1|1 2 —— 0 -2 -1|1 2 
“2 30 =1 0 l |р=й 1 

















1 1 
1 O =] 1 1O Q 
rs+(—1)rs 
— Ü 1 Wi 0 1 p 
r  +2r; 
0 0 -3 4 0 0 1 


l 











-7 9 
-7 1 -3 
Hsi -3 X= | 
所 以 ， 从 而 y ` {| 








(3) 此 题 是 AXB=C 类 型 的 方程 . S XB=Y， 先 用 初等 行 变换 求解 方程 AY=C， 然 后 
用 初等 行 变换 求解 方程 ВТХТ = ү", са Хх. НЕ 


1 1 1 -1 0\љ+ fl 1 1 -1 0 ritig 1 011 -2 1 
(A |С)= | sit ке | ‚ 
-] -21-1 0 1 0 —1!0 -1 1) (ln 10 110 1 一 ] 


тава 77 |) 
0 1 -1 














= @ 111 0 = ре. D 
ratr 
(Blt|yty=| 4 ї o l-a i So 1 ila я 
Ü е1 <>] 1 ы 9 <j | = 
- Ó 111 ORNs o 01-1 0 
ra3t+r> (=1)г 
22—24 1 iler il 1 Ol 1 
(—Lyrs 7r2+( 一 1 )r3 
б1|0 о оо 116 о 
=й < 
可 知 Xr=|-l1 1 从 而 X-| 2 к й 
Š шї, о 1 .0/ 








根据 第 三 节 定 理 1， 任 何 一 个 mxnm 矩阵 4 通过 若干 次 初等 行 变换 都 可 化 为 行 最 简 形 矩 


E О 
BE; 再 通过 若干 次 初等 列 变换 ， 可 以 把 该 行 最 简 形 卸 阵 化 为 标准 形 = 4 . 用 初 
等 矩阵 的 语言 ， 上 述 结论 可 以 重新 叙述 为 定理 2. 


定理 2 ”对 于 任意 mxn 和 矩阵 4， 均 存在 一 个 mm 阶 可 北方 了 泗 P 和 一 个 nn 可 道 方 阵 Q， 使 
得 РАО 为 标准 形 . 


习题 1-4 


1. 设 A 是 3 阶 方 阵 ， 交 换 4 的 第 1 列 和 第 3 列 得 到 矩阵 吾 ， 再 把 吾 的 第 1 列 乘 以 非 零 
ЖОЕЛ B 的 第 2 列 得 到 和 矩阵 C， 求 满足 4O@=C 的 可 逆 方 阵 Q. 


2 wali aJe 2): 
з 0 1 3 
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. 30 = 


(1) RP; (2) H£ P'1AP; (3) TF A". 
3. 求 下 列 和 矩阵 的 逆 和 矩阵 : 














L £ =i ~- 
(1)|1 -1 1 (2y 13 4 З 
a + 4 1 9 8 
L 8 1 
1 =1 0 
(3)|=1 2 1 т 
; з 2 0 
2 3 
59 1 
4. 解 下 列 和 矩阵 方程 ， 
т М 0 3 | 
(1) 12 5 -4|Х=|4 8|; (2) 012-1 
2 4 -5 1 9 2: к] 








Wi s 


о © © е 





本 章 小 结 







EW). REFER, PE, sf EM. ЕСТ) =Й, ХЕ, 
Б.А ЖЕНЕ 35 3k Е Е 

EA Мв Аза ОАР. Еф ЖЖЖ), EEEE Kk. ЖЕРЕН 
置 以 及 它们 的 运算 规律 
















TRENAREN 
А) 05 3 44 2 Ее ЖЕР] 2 Ж 








ЕШ) E in F E 3⁄2 65 8 
GRIE) Ж 18 J 46 EE 654728 4 Ж Hate hE BE 4k, Ж Wr 353 #Е BE 4o 41 ЖО ЭИ ЕТЕ ЖЖ 
араз 

тул 6040 FI E Еч ЕР 

攻关 线性 方程 组 无 解 、 有 唯一 解 、 有 无 穷 多 解 的 充分 必要 条 件 


арат 
图 解 初 等 矩阵 的 作用 
攻 铜 矩阵 可 逆 的 概念 、 性 质 和 充分 必要 条 件 

ЗЕ АЕА: Z G T 8 AAR iÉ $E BE 65 2 k 







线性 方程 组 与 
和 矩阵 的 初等 变换 













初等 矩阵 与 
和 矩阵 的 逆 和 矩阵 
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拓展 阅读 





和 矩阵 的 来 源 


行列 式 的 研究 开始 于 18 世纪 中 叶 之 前 ， 大约 比 形成 独立 体系 的 和 抵 阵 理论 早 160 年 .多 
年 以 来 ， 行 列 式 主要 出 现在 线性 方程 组 的 讨论 中 .从 行列 式 的 定义 我 们 知道 ， 行 列 式 包 括 
一 个 数字 方 阵 ， 通 常 总 是 涉及 这 个 方 阵 的 值 ， 也 就 是 由 行列 式 的 定义 所 给 出 的 值 . 然而 在 
很 多 的 问题 中 ， 不 管 行列 式 的 值 是 否 与 该 问题 有 关 ， 方 阵 本 身 都 可 以 供 研究 和 使 用 这 让 
人 们 认识 到 ， 方 阵 本 身 应 该 有 与 行列 式 无 关 的 特性 . 方 阵 也 称 为 矩阵 . 矩阵 这 个 词 是 Syl- 
vester 首先 使 用 的 ， 当 时 ， 他 实际 上 是 希望 引用 矮 形 数 表 ， 但 又 不 能 再 用 行列 式 这 个 词 ， 
因此 ， 他 使 用 了 矩阵 这 一 说 法 ， 数 学 家 Cayley 也 曾经 说 过 ， 他 不 是 通过 四 元 素 而 获得 矩阵 
概念 的 ， 答 阵 的 概念 或 是 直接 从 行列 式 的 概念 而 来 ， 或 是 为 了 便于 表达 一 个 方程 组 

x'=ax+by, 
pusa 
而 来 ， 易 见 ， 通 过 引进 矩阵 


可 以 表达 上 述 方程 组 的 主要 信息 ,由 此 可 知 ， 短 阵 是 在 行列 式 的 发 展 中 建立 起 来 的 ， 在 憩 
阵 引 进 的 时 候 它 的 基本 性 质 就 已 经 比较 清楚 了 . 


‚32. 


是 


1 


测试 题 一 


填空 题 


‚МА, B #6 п ИЕ, WER(A+B)(A-B)=A -下 成立 的 充分 必要 条 件 


2. 


9: 


S: 


а 




















Ве а=[2), в=|,], к #2 и, MLag'-g= 
1 1 
WE а=|2|, В=11 |, 和 矩阵 A4=aB"， 则 A= 
1 1 
4 0 0 
设 和 矩阵 4=|1 3 中 则 (4-2 五 )-! = 
0 0 4 
а ау) а); 
`4 nj ñ E P = BF, 556 Р|а an аљ | = 
а Gy аз 
а12 а13 


аз -2а3) аз -2аз азз-2а33 | 成 立 . 


是 ( 


аз| 


— 


> > O > мур > 


= > 


итер 


a32 азу 

、 选 择 题 
. 以 下 结论 或 等 式 正确 的 是 ( 

Ж АВ=АС, HA#0, 则 B=C В. #470, B#0, W| AB= O 
EA, ВАЗНИ, MA A=B D. 对 角 和 矩阵 是 对 称 和 矩阵 

ЖА, BHATE, НА 是 对 称 和 矩阵 ， 则 下 列 等 式 不 成 立 的 是 ( Ja 
(ATB) !=В-!А`ї В. (AB)"=B"A 

(АВТ) тър вуд" ”. (АВ?) =47!(В87!)Т 


. ЖА H 3х4 НЕ, В 为 4x3 矩阵， 则 下 列 运算 中 可 以 进行 的 是 ( J: 


A+B B. AB С. АТВ D. АВ" 
җе o жангни, WA 的 取信 
A 


1 1 


T В. =2 С. — D: = 


2 2 


. 设 非 零 阵 4 满足 等 式 43=O， 则 下 列 说 法 正确 的 是 ( ). 


ЖЕЕ А+Е 5 A-E Бп] 
ЖЕЕ А+Е пуй, EE A-E An] y: 
33 s 


测试 题 一 


С. ЖЕ А+Е арй, EE A-E пуй 
р. Ж A+E 5j A-E 8А пй 


、 解 答题 

1 1 
= E g == j =] 

5) 

2 ; 1 — 1 | 
1. ЖАЛ О 二 0 1 -1|=| 2 s d 
эй L 1 

0 0 з k «ўса. 
3 3 


(1+A ) ху +x +53 =0, 
2. 当 和 为何 值 时， 线性 方程 组 xi+(1+A)xza+xs=0, 有 零 解 、 非 零 解 ? 在 有 非 零 解 的 


Xi1+x2+(1+A)xX3=0 


情况 下 ， 求 出 该 线性 方程 组 的 解 . 








i 1 

3. 设 4=|0 2 0|, Bn>2 为 正 整数 , 3K A"-2A™!. 
1 0 1 

四 、 证 明 题 


设 4 是 阶 方 阵 ， 其 中 的 元 素 均 为 1,， 证明: (Е-А) 1 =Е- A. 
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第 一 他， 行列 式 的 定义 


[ 课 前 导读 ] 
这 一 节 我 们 要 介绍 方 阵 的 行列 式 的 定义 ， 并 用 定义 得 到 一 些 特殊 行列 式 的 值 . 在 学 习 
这 一 节 之 前 ， 先 回忆 在 中 学 代数 学 过 的 二 元 线性 方程 组 有 唯一 解 的 讨论 . 对 于 二 元 线性 方 
程 组 
axı +412% =b], 
az% fax, =), 
当 aa. aa, 50, А": 
Бла» бар S bza; 6а 


A жа 2 . 
а1195 7415421 ; ааууа\уа)\ 
一 、 排 列 


作为 定义 于 阶 行列 式 的 预备 知识 ， 我 们 先 来 介绍 一 下 排列 及 其 逆序 数 . 

1. 排列 及 其 逆序 数 

定义 1 从 1，2，…, n 中 任意 选取 7 个 不 同 的 数 排 成 一 列 ， 称 为 排列 . 

定义 2 将 1，2,…, n 这 个 不 同 的 数 排 成 一 列 ， 称 为 n 阶 全 排列 ， 也 简称 为 全 
排列 . 

БШШ, RE 1, 2, 3, 4, 5 五 个 元 素 ， 则 31 是 五 个 元 素 的 一 个 排列 ，312 是 五 个 元 素 
的 一 个 排列 ，312 也 可 以 看 成 是 1，2，3 三 个 元 素 的 一 个 全 排列 ; 4215 是 五 个 元 素 的 一 个 
排列 ， 而 42153 是 五 个 元 素 的 一 个 全 排列 . 

п 阶 全 排列 的 总 数 为 nl=n…(n-1)…3…2.…1.  Ш, 4!=4х3х2х1=24, 5!=5х4х3х 
2x1=120. 

显然 ，12…n 也 是 n 个 数 的 全 排列 ， 而 且 元 素 是 按 从 小 到 大 的 自然 顺序 排列 的 ， 这 样 
的 排列 称 为 标准 排列 . 而 其 他 的 п 阶 全 排列 都 或 多 或 少 地 破坏 了 自然 顺序 ， 如 全 排列 
42153 F, 4 和 2、2 和 1、5 和 3 的 顺序 都 与 自然 顺序 相反 . 

定义 3 在 一 个 排列 中 ， 如 果 一 对 数 的 排列 顺序 与 自然 顺序 相反 ， 即 排 在 左边 的 数 比 
排 在 它 右边 的 数 大 ， 那 么 它们 就 称 为 一 个 道 序 ， 一 个 排列 中 逆序 的 总 数 就 称 为 这 个 排列 的 
道 序 数 . ЖЕЙ iiei, 的 逆序 数 记 为 7(ii…i). 

例如 ， 全 排列 42153 rh, 42, 41, 43, 21, 53 都 是 逆序 ， 从 而 42153 的 道 序数 为 
т(42153)= 5. 

标准 排列 的 逆序 数 为 0. 例如 ，r(12345 ) = 0. 


TE AE 
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2. 奇 排 列 与 偶 排 列 

定义 4 逆序 数 为 偶数 的 排列 ， 称 为 偶 排 列 ; 逆序 数 为 奇数 的 排列 ， 称 为 奇 排列 

例如 ，r(213)= 1， 所 以 213 是 一 个 奇 排列 ;而 7(312)= 2， 所 以 312 是 一 个 偶 排 列 . 

定义 5 只 交换 排列 中 某 两 个 数 的 位 置 ， 其 他 的 数 保持 不 动 而 得 到 一 个 新 排列 的 变换 ， 
称 为 一 个 对 换 . 若 交 换 的 是 相 邻 位 置 的 两 个 元 素 ， 则 称 该 对 换 为 相 邻 对 换 . 

例如 ， 经 过 2、1 对 换 ， 排 列 42153 就 变 成 了 排列 41253 ， 而 且 这 个 对 换 是 相 邻 对 换 ; 
经 过 2、5 对 换 ， 排 列 42153 就 变 成 了 排列 45123， 但 这 个 对 换 不 是 相 邻 对 换 . 显然 ， 连 续 
实施 两 次 相同 的 对 换 ， 则 排列 就 还 原 了 . 男 外， 排列 42153 的 逆序 数 是 r(42153 ) = 5, 但 
是 排列 41253 和 45123 的 逆序 数 分 别 是 r(41253)= 4 和 7(45123)= 6. 可 见 ， 对 换 会 改变 排 
列 的 逆序 数 ， 进 一 步 地 ， 我 们 有 下 面 的 事实 . 

定理 1 对 换 改 变 排 列 的 奇偶 性 . 

* 证明” 先 证 相 邻 对 换 的 情况 .排列 

站 (1-1) 
ЖЧ а, b 相 邻 对 换 变 成 排列 
bd ae (1-2) 

TIR, а, b 与 其 他 数 构 成 的 逆序 在 排列 (1-1) 和 排列 (1-2) 中 是 一 样 的 ， 不同 的 只 是 
а, b 的 次 序 ， 当 а<Ь 时 ，ab 原来 是 标准 序 ， 对 换 后 ba 构成 一 个 逆序 ， 于 是 排列 (1-2) 的 
逆序 数 是 排列 (1-1) 的 逆序 数 增加 1; ` a>b Bf, ab 原来 是 逆序 ， 对 换 后 ba 是 标准 序 ， 于 
是 排列 (1-2) 的 逆序 数 是 排列 (1-1) 的 逆序 数 减少 1. 所 以 无 论 增 加 还 是 减少 1， 相 邻 对 换 
都 改变 了 排列 的 奇偶 性 . 

对 于 不 相 邻 的 对 换 ， 不 妨 假设 原 排 列 为 


aipuei b... 
经 过 a, b 对 换 后 变 为 排列 
Муса 
这 个 改变 过 程 实际 上 就 是 通过 先 将 a 依次 与 其 后 面相 邻 的 元 素 作 s+1 次 相 邻 对 换 变 为 
0 


再 通过 将 5 依次 与 前 面相 邻 的 元 素 作 * 次 相 邻 对 换 而 得 到 . 一 共 进 行 了 2s+1 次 相 邻 对 换 ， 
所 以 改变 了 排列 的 奇偶 性 . 
关于 全 排列 中 奇 排列 和 偶 排 列 的 个 数 ， 我 们 有 下 面 的 定理 (不 给 予 证 明 ). 


定理 2 在 阶 排列 中 ， 偶 排列 和 奇 排列 各 占 一 半 ， 即 各 有 号 个 


“证 明 je P,(S,. Т,) У n 阶 ( 奇 、 偶 ) 排 列 构成 的 集合 ， 则 P, =S, UT, B 5„П 
Т„=@, РЖ |Р, |= 15,1+17,|. 任意 取 定 一 个 对 换 o: P, 一 P,， 显 然 映射 o 是 单 射 且 


1 
0(5,)ST,、 ©(Т„)©5„, 于 是 有 |S,|<|7T,|、|7,1<15,|, Я 15,1= nlg Pal 


1 
— 1, 


2 
: 36: 
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Z., n 阶 行列 式 


1. n 阶 行列 式 的 定义 
H n? ЖЖ azli, j=1, 2, =, п) HER n 17 п 列 的 正方 形 的 数 表 : 


ау ау ау 
а an Go, 
Qai an2 Ann 
由 这 个 数 表 所 决定 的 数 
®, (=1) PPE Pa) д ау a, 
PiP2…Pn 
称 为 由 п? 个 元 素 ay(i, j=1, 2, =, п) HRKI n 阶 行列 式 ， 记 为 
Gi «8. s jo 
Qa бю == G, 
р, = Wa P 
anl аһ? ал 
Вр 
Gig qo, == Ө 
人 
р, = . ` е У Е > (1-1) P ау азу ас 


Р1Р2°°'Рһ 
ал аһ? е аһ 
其 中 》 表示 对 所 有 的 n АНЕ] pipop, ЖЖП. 数 aj(i, j=1，2，…，n) 称 为 行列 式 


PP2…Pn 


的 (i, 门 元 素 ， 其 中 第 一 个 下 标 i 称 为 元 素 a; 的 行 标 ， 第 二 个 下 标 j 称 为 元 素 oj 的 列 标 . 
记 和 矩阵 


а Go ` Gin š 
则 行列 式 通常 也 称 为 方 阵 4 的 行列 式 ， 记 为 |4 |， 有 时 为 了 表明 行列 式 是 由 元 素 oy 构 成 
W, EEN [А |=det(a;), |а, lnn laj la 
由 定义 可 知 ，n 阶 行列 式 具 有 以 下 3 个 特点 . 
(1) 2》， 是 对 所 有 的 n 阶 全 排列 pip,…p, 求 和 ， 所 以 展开 式 中 共有 п! 项 ; 


Pip2…Pn 


(2) 每 一 项 cy az anp 是 取 自 不 同行 不 同 列 的 ”个 元 素 的 乘积 ; 
(3) 每 一 项 cy aap anp, 的 行 标 排 成 一 个 标准 排列 ， 列 标 排列 pipop, 的 奇偶 性 决定 
了 乘积 cl az anp 前 的 符号 . 
sg > 
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需要 注意 的 是 ，1 阶 行列 式 就 是 这 个 数 本 身 ， 即 |a|=a. 为 了 避免 与 绝对 值 记 号 混 消 ， 
很 少 提 及 1 阶 行列 式 . 4 
2.2 阶 行列 式 和 3 阶 行列 式 








масан, ши" на тазе 2 AR 
а Go 
мый. = У (-1) "20 а, а), =аүа›у-аууау. (153) 
G| Go Р\Р2 
2 阶 行列 式 也 可 借助 于 对 角 线 法 则 来 记忆 . 如 图 2-1 所 示 ， 元 素 au 和 Ja a 
ao 所 在 的 位 置 称 为 行列 式 的 主 对 角 线 ( 黑 实 线 位 置 ) ЖЖ apf an 所 在 的 
位 置 称 为 行列 式 的 副 对 角 线 ( 黑 虚线 位 置 ) ， 于 是 2 阶 行列 式 就 是 主 对 角 线 |а“ Va 








上 元 素 之 积 减 去 副 对 角 线 上 元 素 之 积 ыша 
ау 05 ең 
Ҹп=3 BF, 3ТЕ А=|а an an | 所 确定 的 3 阶 行列 式 为 
езү ау) азз | 
ап Gp r 
ІА |= |а а» as|= У, (-1) "ә а аз, аз. 
Р1рәрз 
Cy Giy Ы 
= 41122433 +4 13421 432 +4 12023431 7413422431 70124214337011 423432- 
对 于 3 阶 行列 式 ， 我 们 也 可 以 按 “ 对 角 线 ”法则 展开 ， 其 展开 式 等 于 6 项 的 代数 和 ， 展 
开 的 规律 如 图 2-2 所 示 ， 实 线 位 置 上 三 元 素 乘 积 前 冠 以 正 号 ， 虚 线 位 置 上 三 元 素 乘积 前 冠 
以 负 号 . | 





Ж: 4 阶 及 更 高 阶 的 行列 式 不 再 适用 对 角 线 法 则 . 








{1 а: 
例 1 设 4=|-3 3 1|, K|A|. 
1 2 -1 
1 2 -2 
解 |4|=|-3 3 1 
1 2 -1 








=1x3x(-1)+2x1x1+(-2)x(-3)x2-(-2)x3x1-1x1x2-2x(-3)x(-1) 
= (-3)+2+12-(-6)-2-6=9. 
38. 


第 一 节 ”行列 式 的 定义 


例 2 证 明 oai6a4iassa2sass 是 6 阶 行列 式 D6= |a; |ex6 的 一 项 ， 并 求 这 项 应 带 的 符号 . 
证 明 ”调换 aaiga4lassazas 中 元 素 的 位 置 ， 使 得 调换 后 的 乘积 中 元 素 的 行 标 是 标准 
Jr, Bp 
45241641 64473435 = G|6G23G35G41G52G64 , 
这 时 ， 乘 积 中 元 素 的 列 标 排 列 为 635124， 是 一 个 6 阶 全 排列 ， 因 而 аз, авад 4640230352 
Рр, = |а, |ex6 的 不 同行 、 不 同 列 的 6 个 元 素 的 乘积 ， 因 此 是 这 个 6 阶 行列 式 的 一 项 . 由 于 
т(635124)= 10， 所 以 这 项 前 面 带 正 号 . 


三 、 几 类 特殊 的 n 阶 行列 式 的 值 


Qa. Q Qs Ó) 


21 Go 


йз 计算 下 三 角 方 阵 4=| 的 行列 式 |4 |( 这 样 的 行列 式 称 为 下 三 


anl an2 @ Ann 
角 行 列 式 ). 
解 ” 根 据 行列 式 定义 
а сз» 1-0 
а G g: 
|А|= | | pIa > (—1)7\'Р» Pa) ау azp amp > 
: PiPPa 
anl аһ ат 


该 行列 式 中 有 较 多 的 元 素 为 零 ， 要 使 得 乘积 项 cl oz,…aw ,不 等 于 零 ， 元 素 ap ЯВЖ 
а; 元 素 a,, 只 能 取 an; ……; 元 素 anp, 只 能 取 a,,， 从 而 行列 式 的 展开 式 中 只 有 a11a2 
…a, 这 一 项 可 能 不 是 零 ， 其 他 项 全 为 零 . 而 cll ay…a 的 列 标 是 标准 排列 ， 首 序数 为 零 ， 
所 以 |4 | =a; antann 

也 就 是 说 ， 下 三 角形 行列 式 的 值 等 于 主 对 角 线 上 个 元 素 的 乘积 ， 而 与 主 对 角 线 下 方 
的 元 素 无 关 . 


ai Gi Ain 
0 a a 
例 4 计算 上 三 角 方 阵 4= > ”| 的 行列 式 |4|( 这 样 的 行列 式 称 为 上 三 
0 0 
角 行列 式 ). 
解 类 似 于 例 3， 要 使 得 乘积 项 а a,,…a,, 不 等 于 零 ， 元 素 a,, 只 能 取 ami 元 素 
an-1,p, УВЕ Фә лез. ТЕУ 元 素 aip 只 能 取 ails 于 是 行列 式 的 展开 式 中 只 有 ау а22 


…am 这 一 项 可 能 不 是 零 ， 其 他 项 全 为 零 . 而 allaz…am 的 列 标 是 标准 排列 ， 逆 序数 为 
零 ， 所 以 
“Os 
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ау ау) а 
4 0 а» ~ ах Б 
ІА [= Э š . & 二 QI1Q22 Ann 
0 О- == а 


由 此 可 见 ， 无论 上 三 角 方 阵 还 是 下 三 角 方 阵 ， 其 行列 式 的 值 都 等 于 其 主 对 角 线 上 个 
元 素 的 乘积 ， 而 与 其 他 位 置 的 非 零 元 素 没 有 关系 . 


H TXT yE E 
ay 0 0 
da 0 аа 0 
0 0 алп 
既是 上 三 角 方 阵 同 时 也 是 下 三 角 方 阵 ， 所 以 
ay 0 0 
0 а» 0 
š а > =a 022" Ann" 
0 @ < ð 


对 角 矩 阵 的 行列 式 称 为 对 角 行 列 式 . 

上 三 角 ( 下 三 角 ) 行列 式 是 我 们 今后 计算 方 阵 的 行列 式 的 基础 ， 在 下 一 节 讲 完 行列 式 的 
性 质 之 后 ， 我 们 会 利用 行列 式 的 性 质 ， 将 行列 式 的 计算 归结 为 上 三 角 ( 下 三 角 ) 行 列 式 的 
计算 


п 


、 一 1 ç n(n) 
15 ТЕЖА. ， . |, ЖЕЙ: |A|=(-1) 2 ааз алал. 


nl п,п-1 Gan 
证 明 由 行列 式 的 定义 
0 = O а, 
А |= Ü = 9, _ У (1) ат) ааз, anp,» 
PiP2…Pn 
ani Un,n-l Qnn 


要 使 得 乘积 项 a1, аз, "а, 不 等 于 零 ， 元 素 ap 只 能 取 ci; 元 素 ocx, 只 能 取 a3 15 сз; 
ЖЖ a,。 只 能 取 a,l ， 于 是 行列 式 的 展开 式 中 只 有 apar ,1…awm 这 一 项 可 能 不 是 零 ， 其 他 
项 全 为 零 . Hasa, "а 的 列 标 排列 n(n-1)…21 的 道 序数 为 7(n(n-1)…21)= 
п(п-1) 
ыш. 


BA, У n=4k, 4k-1 时 ， (n(n-1)…21)= 277 жщ, ЖЕ |А|=а„а› „с 


ЖИЙ |А|=(-1) ааз „бы. 


а; 当 n=4k-2，4k-3 时 ， r(n(n-1)…21)= 0110 зар, ЖЕ |A |=-а,,а „ац. 


„> 40. 
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习题 2-1 


1. 求 下 列 全 排列 的 逆序 数 : 
(1)634521; (2)53142; (3)123454321; (4) 135---(2п-1) (2п) (2n-2)…42. 
б ú à fP $ 


























0 0 0 ад Ө 
2. 用 行列 式 的 定义 计算 Dj=|0 0 0 0 ass 
ад 0 0 0 0 
0 а. 0 0 0 
2% 1 1 2 
2 1 
3. 求 多 项 式 f(x)= 3 Hi x х 的 系数 . 
2 
4. 用 对 角 线 法 则 求 下 列 3 阶 行列 式 : 
£ 2 1 2 Эу Зз a b с 1 1 1 
(1513 £ © GIO 4 71; (3) |Ь с а|; (@)|% ab 251, 
2 3 2 -2 -2 3 c а b а? аЬ 0 
第 二 节 ”行列 式 的 性 质 
[ 课 前 导读 ] 


从 nn 阶 行列 式 的 定义 我 们 知道 ， 当 n 宇 4 时 ， 利 用 定义 来 计算 一 般 的 行列 式 是 一 件 非 
常 辛 苦 的 事情 ， 但 是 上 (下 ) 三 角 行 列 式 的 计算 却 非常 简单 . 这 一 节 我 们 先 介绍 行列 式 的 性 
质 ， 然 后 利用 性 质 将 一 般 的 行列 式 化 为 上 (下 ) 三 角 行 列 式 来 计算 ， 最 后 给 出 一 个 利用 方 阵 
的 行列 式 来 判断 方 阵 可 逆 的 充分 必要 条 件 . 学 习 这 一 节 所 需 的 预备 知识 就 是 行列 式 的 定 
义 ， 关 于 对 换 和 奇 、 偶 排列 的 一 些 结论 以 及 上 (下 ) 三角 行 列 式 的 计算 . 这 些 知识 在 本 章 第 
一 节 中 都 有 介绍 . 


一 、 行 列 式 的 性 质 
Gij- буте Шү 
定义 1 将 行列 式 D,= |0 "| “> | 的 各 行 元 素 换 为 同 序 


а, а с аһ 行列 式 的 性 质 





7) 


O 第 二 章 ， 方 阵 的 行列 式 


ау а), v G, 


号 的 列 元 素 ， 所 得 到 的 行列 式 DT= | 2 P ” “| 称 为 行列 式 D, 0089394325. 


Go, ` аһ 


性 质 1 行列 式 D, 与 它 的 转 置 行列 式 Р1 相等 . 

该 性 质 的 证 明 利用 行列 式 的 定义 即 可 得 证 . 

性 质 1 说 明 ， 行 列 式 中 的 行 和 列 具 有 同等 的 地 位 . 因此 ， 行 列 式 中 的 有 关 性 质 凡 是 对 
行 成 立 的 ， 对 列 也 成 立 . | 

性 质 2 互 换 行列 式 的 两 行 (或 两 列 )， 行列 式 变 号 . 

证 明 ”以 交换 两 行 的 情形 来 证 明 . 根据 行列 式 定义 


ау ау) а 


ау ар Ain 
Š : = = р TPPP Pa) РУ агень луг 
рУ (=) ар" "арар 
ProPr Pj Pa 
ад ар а, 
ал] an2 ann 
= VT) i 
У, (=) адр" р "а адр, 
prope Pj Pa 
=: =J NEP Pe Pa) Са ора В 
2; а. а, аў, ы Capa 
Propp Pi Pa 
ау Qi ` Ga, 


а аў» “++ а 
Qil а» ... a 


бш G с“ g 
И т, 表示 行列 式 的 第 i 行 ， 以 c; 表示 行列 式 的 第 ; 5], KERI TN r Or, K 
Ж, JINEN сс. 
推论 1 若 行 列 式 中 有 两 行 (或 两 列 ) 对 应 元 素 相 等 ， 则 行列 式 等 于 零 . 
证 明 把 行列 式 D 中 有 相同 元 素 的 两 行 (或 两 列 ) 互 换 ，, 则 有 D=-D， 因 此 D=0. 
性 质 3 若 行 列 式 的 某 一 行 (或 列 ) 有 公 因 子 k， 则 公 因 子 可 以 提 到 行列 式 记号 外 面 ; 
或 者 说 ， 用 上 乘 行列 式 的 某 一 行 (或 某 一 列 ) ， 等 于 用 大 乘 以 该 行列 式 ， 即 


Ey Е 
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G Q12 Ain а an Ain 
Каң Кар kai, |=klan ao аш 
Qnl Qn2 з алп anl ал? Ann 





证 明 ”根据 行列 式 定义 
左 = Е, (=1) "гадә, kap) anp, 


PIP2…Pn 


=k > ( =3 ) rCPipa Pa) ip 0 "hp, Og = 右 . 
PIP2…Pn | 


Ari l ® 1 121 
#1 |2 4 6 |=|1х2 2х2 3х2|=2:3: |1 2 3|=6 

6 9 12| 12х3 3х3 4х3 2.3 4 
S5 i EORI RAR KIEME kr; ke), Ж i RID 提取 公 因子 大 记 作 -一 ri( 或 二 ci)， 


定理 1 А п ЭЕ, ДЈ КА |=" |A | 成 立 . 

ИЕ h E PERIE НО zE X РЕЛ 3 立即 可 得 . 

推论 2 ” 若 行列 式 的 某 一 行 (或 某 一 列 ) 元 素 全 为 零 ， 则 行列 式 的 值 为 零 . 
推论 3 若 行 列 式 某 两 行 (或 两 列 ) 元 素 对 应 成 比例 ， 则 行列 式 为 零 . 
性 质 4 行列 式 的 拆 分 定理 








а|| Q12 Е" а ау а © Qin ау ар с ау 
batem biatog = Б, +, |= ba be ™ 0, |+|сц со Chn 
anl dy 9 = ann аһ Qn2 =g алм ani an2 2? Ann 
证 明 
s= —1 7TCPIP2…Pn) m. © 
左边 х, Cel) аьа», (by, +сь,) аар, 
PIP2…Pn 
= —1 TPP Pa) ө asi —1 7(CPIP2…Pn) sss сащ 
£ ( 1) ааз», by, Big t 之 1) а1р 2р, Скр, Anp, 
DIP2…Pn PPr Pn 
a+b; a,tb, a+b, a+b; a, aatbs3| |аү+Ь| b, a+b, 
例 2 a +b, аз +b, G| +b, = a+b, аз а, +b, + а» +b, bs а +b, 
a,s+b, a+b; a,+b, а;+Ь, a, atb, а;+Ь;, b, a,+b, 


ар a, аз+Ьз| |b; a, astb | јар b, astby |b; b, astb; 
= a> as a +b, + b, аз a +b, + а» bs a +b, + b, b; a +b, 
аз а, a+b, bs а, а» +b, аз b, a> +b, b; b, а» +b, 


«4%» 
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| | | а FN 
=|a, а; а|(+|а аз b+lb а, а |+|6 a} |+ 
аз а, a| |a, а b,| | а, a| |Ь; а b, 
al b, al |a, b, b,| |b, bı a| |b, b, b, 
a, b, ау|+|а, b, bí | +]b, b, ау|+|Ь, b, bil. 
аз b, а,| |а b, b,| |b; b, a| |b, b, b, 


性 质 5 行列 式 某 一 行 (或 某 一 列 ) 的 大 倍加 到 另 一 行 (或 另 一 列 ) 的 对 应 元 素 上 去 ， 行 
列 式 的 值 不 变 . Вр 





ат а12 а а Gap ain 
а G; аш l а an Qin l 
ад +ka; а» +kan ал +ka,, J а аг Ajn J 
ал а 2 дее ам Qnl ал? ann 
KS wr ves: Ama ` 
证 明 对 第 7 行进 行 拆 分 ， 再 利用 推论 3， 有 
а11 412 ш ain ајр Әр ** а, ау ap ° Ga, 
ail an A Qin Gi а © Qin ail во ° аһ 
= * š Р : 
ал +Кад а» tka тее Qin +ka,, ал а» ss ал ka; kap “эю kain 
ani аһ dag ann Qnl аһ 8 ann Qnl an2 ii Ann 
а an Ain 
Gi ар аһ 
ал а» ал 
anl аһ? Ай Ann 


第 i 行 (或 第 i 列 ) 乘 以 数 k 到 第 j 行 (或 第 j 列 ) 上 记 作 +tkr( 或 c+ke;). 

对 于 给 定 的 n 阶 方 阵 4， 在 第 一 章 中 我 们 已 经 讨论 了 如 何 利用 矩阵 的 初等 行 变换 将 方 
РЕА 化 为 阶梯 形 矩 阵 R， 因为 方 阵 的 阶梯 形 矩 阵 一 定 是 上 三 角 和 矩阵 ， 从 而 |R | 就 等 于 其 主 
对 角 线 上 元 素 之 积 ， 另 外 ， 由 行列 式 的 性 质 2、 性 质 3 和 性 质 5 可 以 看 到 ， 方 阵 的 三 类 初 
等 变换 刚好 对 应 行列 式 的 这 三 个 基本 性 质 : DM. N 都 是 nn 阶 方 阵 ， 


r; ttp; 


如 果 M 一 SN, RMN, ШЖ |м |—|N|, RIMIS INI, 从 而 IN|=-|M| 
«д4 « 
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或 |M|=-|N|; 
kr, ke, kr, kc, { 
如 果 M 一 =N, 3 М —N, Ш |М|——|М|, R|M|—>IN]|, 从 而 |IN1=k|M| 
1 
зимі 1м, 


шж мм, 或 MN, мм, арм, АМ 1м. 

因此 ,行列 式 |4 | 与 |R| 之 间 一 定 满足 关系 式 |4 |= 和 |R|， 其 中 入 是 反复 利用 行列 式 
性 质 2、 性 质 3 和 性 质 5 进行 计算 的 过 程 中 产生 的 某 个 非 零 常数 .这 就 是 行列 式 计算 中 的 
所 谓 “ 化 三 角形 法 ”. 


二 、 行 列 式 的 计算 举例 

















ek t 5 @ 4 
例 3 计算 行列 式 | ола aii 
UE Жж 1 
解 
0 2 2 2 1 з б a L š ¿g 3 
I 3 0 4 | |0 2 -2 2 | ьо |o 9,166 
=й Š е Ц da % - = Ü =5 9 -8 
Ó < Ж i 本 O y 1 
| 1 зо d 1 3-0 4 1 3 0 4 
za ч: s ilese ¿062124 i ева _|0 1 ы 7 
а Y == =56. 
ğ -5 3 agla 10 фа. 3 0 人 =à -3 
Ó + $% j 00 -4 8 00 0 14 


在 计算 这 个 行列 式 时 ， 做 变换 Cr, > 的 目的 是 为 了 使 a1 、ay, 位 置 的 元 素 变 成 


1， 这 样 ， 在 后 面 的 计算 中 可 以 避免 分 数 的 出 现 . 
计算 行列 式 时 ， 要 仔细 观察 行列 式 的 特点 . 虽然 行列 式 的 值 是 唯一 的 ,但 计算 过 程 不 
唯一 . 根据 行列 式 的 特点 合理 利用 性 质 ， 可 简化 计算 . 


бой їй 
кр mazia 
例 4 计算 行列 式 D= |, үэ iF 
1 119 

Ж ”注意 到 行列 式 的 每 一 列 元 素 之 和 都 是 $S， 将 行列 式 的 第 二 、 三 、 四 行 都 加 到 第 一 


行 ， 得 
гъ+(-1)г 
гу+(—1)г, 


1 1 1 
I 01 
j| 74+(0-1) л 0 0 
2 0 0 


一 一 — л 
= 一 кю л 


1 
2 
1 
1 


O = O m. 
= O O н 


1 
1 
2 
1 


= N — WÙ 
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т 1 1 1 
; TA 1 1 1 
#15 计算 行列 式 D= ОЧ 
р 1 -5 
7 1 1 1 aati T 1 1 1 
1 4 І 1 i+(-1)r, |—6 3 0 0 
解 р = Жылы шы шр ， 
11-2 1 | w= |-6 0 = 0 
111 1 -5 -6 0 0 -6 
су +20, 6 1 1 1 
cl+(-2)c 10 3 0 0 
= = 324. 
бр) 0 (0 3 0 
0 0 0 -6 
ауе ау bip *% Dj -| Си 
И6 KER A=| 2: 7. $ |. pal. “Ü i jh €= 
а с аш Dy == Б Cki 
А ЄТ. 
D= ,证 明 : |Р|=|А|. |B]. 
O B 
证 明 对 行列 式 |4 | 做 运算 tkr, 将 |4 | 化 为 上 三 角 行 列 式 得 
Ри ~e ри 
r;+kr; > 
|a a= "s : | “Piuib22'' Pkk 
Pkk 
对 行列 式 | 她 | 做 运算 r+kr;， 将 1B | 化 为 上 三 角 行 列 式 得 
Стр тт Жи 
r;tkr, 
|B | =qi1q22" `9: 
qu 


对 行列 式 | 忆 | 的 前 大 行 做 与 行列 式 |4 ARER, ATII |D |05 t íT 


| 互 | 相同 的 运算 ， 可 以 将 行 


а “+ 


列 式 |D | 化 为 上 三 角 行 列 式 : 


атр Cu Cit Pu `7 P du 





ар ° ашк CH ° Ch рш ц 
|р |= = 
b = Б bii 
O О 
ba Ai bu ba 


E 


с 
‚ A 
Ch 
做 与 行 
di, 
d, 
bi, 
bu 


和 矩阵 


列 式 


第 二 节 ”行列 式 的 性 质 





Р\\ рш Яп di, 
Е ра dn di 
91 qu j 

oO 
qu 


因此 ， ID|=pupx Prk araa "qq = jal. |B]. 
可 以 类 似 地 证 明 ， 





аџ а 
: О 
а ... а, bii жо, b), 
ак ак 
11 lk Á & ар се аш ba М 
Cil с ba b, 
a b 
a b и 
#17 计算 行列 式 D,, = „=й ， 其 中 未 写 出 的 元 素 为 0. 
с d 





2n 
Ж ju p, 中 的 第 27 行 依次 与 第 2n-1 行 、 第 2n-2 行 、…、 第 3 行 、 第 2 行 交 换 ， 共 
交换 了 2n-2 次 ;再 将 第 2n 列 依 次 与 第 2n-1 列 、 第 2n-2 列 、…、 第 3 列 、 第 2 列 交换 ， 
也 共 交 换 了 2п-2 次 ,得 














а Б) 0 
CTE оу 
ОО 3 b 
BD, = -a š . á š 
waa 
0 Opg d 
2(n-1) 
b š z 
ВЕ 6, Da = | g Pza- = (ай-е) Daan: 同样 的 做 法 可 得 Dac- = (ай-е) 
Diray 于 是 有 
Dy»,=(ad-be) Dacn1)= (ad-be)’ D2-2)= "=(ad-be)" D, 
а b 
=(ad-bc)""! |= Cad-te)". 
c d 
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三 、 方 阵 可 逆 的 充 要 条 件 


定理 2 n 阶 方 阵 4 可 逆 的 充分 必要 条 件 是 |4 | 550. 

证 明 根据 第 一 章 第 四 节 的 内 容 , п 阶 方 阵 4 п, MAE A 行 等 价 于 单位 阵 E， 即 
A 可 通过 初等 行 变换 化 为 单位 阵 E. 根据 和 矩阵 的 初等 变换 与 行列 式 性 质 的 关系 (参见 例 3 之 
前 的 文字 说 明 ) ， 一 定 存在 一 个 数 入 二 0,， 使 得 |4|=A|1E|, 而 |E|=1， 因 此 |4|=Az0. 

反之 ， 设 |4| 关 0. 由 于 nn IEA 可 通过 初等 行 变换 化 为 行 最 简 形 矩阵 及 ， 因 此 存在 
一 个 数 和 A 关 0, 使 得 |4 |=A|R|. Н |А [50 9745 |А |50, 

因此 R 中 没有 全 和 零 行 ， 从 而 R=E. 也 就 是 说 ， 方 阵 4 行 等 价 于 单位 阵 EE， 所 以 方 阵 A 
пуй. 

ЕМ НН ЕЕ К, E 2 A Y—4" fB КАЈ пй АО y z. 

例 8 РУ и арад. 












































-1 1 -1 2 1 -3 
(1)A=| 1 -1 1) oo 0. 11. 
-1 -1 1 1 -2 1 
= 1 =l| |+ 1 =1 -1 1 -1 
解 (1) 因 为 |4|=|1 -1 -ll=|0 0 -2|=- -2 2 |=4 关 0， 所 以 矩 
-1 -1 1 0 -2 2 0.0 -2 
阵 4 тй. 
2 1-3 =1 0-1 -1 0 1 
(2) 因 为 |B|=|-1 0 1 |=- 1 .=3|=- 1 -1|=0, 所 以 矩阵 B 不 
1 -2 1 le Tl 0 2-2 2 
пру, i 


根据 例 6， азм р=[ 5 可逆 的 充分 必要 条 件 是 4、 B 均 可 逆 特别 地 , ЎА, 


А, О … O 
| О A, O| 
Az, =, A, 分 别 是 天 (=1，2，…，s) 阶 方 阵 ， 则 分 块 对 角 阵 D=| 。” ‚ | 可 逆 的 充 
O O .… A, 
分 必要 条 件 是 A,(i=1，2，…，;s) 均 可 道 . 上 且 在 4;(i=1，2，…，s) 均 可 逆 的 条 件 下 ， 由 
А, О … о\(А! О … 0 Ат О … 014 О … 0 
O A, = O| 0 Aĵ = 0|l|04… O| 0 A, ~ 0 
О О АЕ А, O О ксы Ас! О О s... > О О рае А, 


E; 
E, 
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其 中 Ei(i=1,，2,，…,s) 是 ni(i=1，2，…，s) 阶 单位 矩阵 ， 可 知 


А О … 0 
Pe О Де" ss О 
о О >. А; 


例 9 wam p= |4 н} EPA, BASH m Br. пи, RD. 


解 由 例 6 可 知 , ЖА, ВЕН, йю=[ p ЖЕ FE, FER D = 


F os X,) (Е; О al“ L "F 2 

п вих жо EJ “x Lho ВЈ lo ЕЈ 
HF, X 是 т ИЕ, X, At п ОЕ, X, 是 тхп MERE, X, 是 nxm 阶 和 矩阵 . 
Вр 


АХ, +СХ; АХ,+СХ,\ (Е, О XIA+X,O Х|С+Х,В\ (E, О? 
` О АХА,А+Х,О Х,С+Х,В f 


ОХ,+ВХ, ОХ,+ВХ,) (О E, О Е, 


应 用 矩阵 相等 的 概念 ， 得 到 如 下 方程 组 : 


AX +CX3 = 五 | ， YAE 
AX, +CX,=0, X C+X,B=0, 
BX. =O, ы Х,А=0, 
BX, = Е; Х,С+Х,В=Е,. 


解 第 一 个 方程 组 如 下 ( 解 第 二 个 方程 组 可 得 同样 的 结果 ) : 
HFA, В), ВХ, =O 等 号 两 端 同时 左 乘 B 148 B BX, =B 10, BI X,=O; 
BX,=E, 等 号 两 端 同 时 左 乘 B44 В-'ВХ,=В-Е,, Bl X, =B '!; 
将 X =O 代入 АХ, +СХ, =E, 得 AX, = 五 | ， 等 号 两 端 同 时 左 乘 А148 АТАХ ATE], 
BIL X = A t, 
H X, =B IQ A AX, +CX, =O 44$ AX, =-CB-， 等 号 两 端 同 时 左 乘 4-! 得 4-142 = 
-A !CB`!, В Х,=-А!СВ`!. 
БШ. n Ha 
O B`! 
定理 3 设 A4、B 是 两 个 n 阶 方 阵 , Ш||АВ|=|А|. |B]. 
证 明 (1) 者 4=P(i, 让， 由 于 |P(i, j) |=-|E|=-1, 于 是 
|AB|=|P(i, j)B|=-|B|=|P(i,j)]| ° |В|=|А|. |B|; 
# A=P(i(k)), H+T|P(i(k))|=k|E|=k, FÆ 
|AB|=|P(i(k))B|=k|B|=|P(i(k))|] · |В|=|А|. |B|; 
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#A=P(i(k), jy, MFIP, p| |B|=1, TE 
|AB|=|P(i(k), j)B|=|B|=|P(i(k), j| 1В|= [А + |B|. 

因此 ， 当 4 ЖЛЕ ЯШЕН, 6 |АВ|=|А|. |B]. 

(2) 若 4 0—7 E, WAERTE P, P,, ---, Р,, (EAP. 
P,P. 于 是 由 (1) 有 

[АВ |= |Р, - P,P, «В| |P; | Р |Р, ---Р, "В |= |Р, | Р |Р, | а |Р,---Р, -B| 

=S |Р, | ы |Р, |--- |Р, | š ІВ |= |Р, | н [Рә |--- Р] ў РР | ` |B| 
=|P,| ` (Р, |--- |Р, |P, Р, 1Р, | + |B|=---=|P,P,---P,| + |B | 
= [А | ° |B|. 

(3)# A Жп Е, ДЕЖ РИУ Е Ру, Pa, +++, Р,, 使 得 P,…P, РА 
=R, HEP R 是 4 WITRE, Н R 的 最 后 一 行 是 全 零 行 . H РАЈЕ ЕНЕ {Л 
旧 是 初等 矩阵 ， 于 是 

| 

== РҮ | > [Ру |Р + ТИН]. | 

由 于 RB Нл — rB 2247, МП | КВ |=0, Н |АВ|=0. 另 一 方面 ， 由 于 4 不 
是 可 逆 方 阵 ， 由 定理 1 可 知 |4|=0， 于 是 |4|… |В|=0. 

因此 ， 当 4 Жат ЕН, |АВ [= [А | • 1B| 也 成 立 . 

XF n ПУА, В, 1 АВ = ВА, EAF АВ |= |А | · |В|. 

由 定理 和 定理 3, 我 们 可 以 得 到 如 下 的 推论 . 

推论 4 设 4 д п ИЕ, ТТЕ п ОВЕ В 满足 4B=E( 或 者 BA4=E)， 则 nn KA 
ША пй, НА =B. 

证 明 由 AB=E 及 定理 3 得 

1= |Е |= |АВ|=|А|. |B|, 
于 是 |4| 关 0， 从 而 由 定理 2 知 ， 方 阵 4 可 道 . 
例 10 设 n 阶 方 阵 4 WEA =2E, ПЕНДЕ А+Е TA, ARAE). 
证 明 因为 
_ А?=2Е»А?-Е=Е=(А-Е)(А+Е)=Е, 
所 以 由 推论 4 п, ЖЕ A+E 107, Ң(А+Е) !=А-Е. 





习题 2-2 

І. 求 下 列 行 列 式 : 
PA: | 4 3 a.b b “p 

1 2 1 
1) 12 1 | (| e «01 е 0 М 
Ç |3 9 í a а’ 

3 4 2 
1-1-1 4 р b APA å 
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2 a a l+a 1 1 1 

а а а 2 2+a = 2 
(4) D = al a 2 а |; (Sales 3 3+ 3 

a a а = 2 n n n б n+ta 


2. 利用 行列 式 的 性 质证 明 下 列 等 式 成 立 : 
а? (a+1)2 (а+2)? 

(1) |62 (6+1)? (6+2)? |=4(а-6) (а-с) (Ь-с); 
c (с+1)2 (c+2)? 


= 1 1 1 
1 а» 0 0 
= | 
(2) 1 0 аз те 0 = аата, |а г +) 9 其 中 C20C3 °G, #0; 
š š б % ë i=2 G; 
jJ 0 0 a, 
а,-6у a,-b, * a,-b, 
(3) 28 1 ч. 2 | ai =й. 
Wb B =b Qh 


3. RA, ВӘЗ И Л Ж. Н.А |=4, |B|=3, Ж |ЗА'В? |. 


4 ЖА, ВЕ т И. n ГИГИЕ, EIERE М= [р 2 р-а ph м 


О А 3 ` += -1 -1 -1 
9 AEDES ЊМ р м, 


5. 2 n KYE A WE A -А-2Е = 0, 证 明和 矩阵 4 А +2Е 2 пй, Ж А! 
Ж(А+2Е) !. 


第 三 节 行列 式 按 行 ( 列 ) 展 开 


[ 课 前 导读 ] 
将 3 阶 行列 式 
“и л) а; 
ІА |= |а в» аз | =ацазазу+азаз аз +Q12023031-Q13022031 一 Q12Q21033 一 Q11023Q32 
а @3 аз 
的 结果 进行 改写 ， 得 到 
А | =a (4224337423437 ) -4 12 ( a21 4337423431 ) +Q13( 214327472431 ) 


| Sih 


第 二 章 ， 方 阵 的 行列 式 


а) a3 а G A а an 
a 
13 


=a 一 Q12 




















a32 аз; аз азз азр ауу 


由 此 可 见 ，3 阶 行列 式 可 由 2 阶 行列 式 的 代数 和 来 表示 . ЖА, п 阶 行列 式 与 n-1 М 
行列 式 是 否 也 有 类 似 的 关系 呢 ? 这 一 节 我 们 就 来 讨论 这 个 问题 


一 、 余 子 式 与 代数 余子 式 


设 |4 Æ n MIREA = (а) ww 的 行列 式 . 对 任意 的 1<i, уп, ЕГА | 中 划 去 第 i 行 和 
第 j 列 后 剩 下 的 n-1 阶 行列 式 称 为 (i,，j) 元 素 mw 的 余子 式 ， 记 为 Mi; 记 
Aj=(-1)"M;, 
hs 称 为 (i, DER a ПК РЗК. 这里， 我 们 强调 (i, j) 位 置 的 余子 式 和 代数 余子 式 ， 
是 由 于 它们 与 |4 | 的 (被 划 去 的 ) 第 i 行 和 第 j 列 的 元 素 没有 关系 
例如 ， 设 矩阵 








4 2 1 3 
А212 -1 3 O 
2 52 1 
1 -1 0 -3 
则 |4| 的 (3，2) 元 素 的 余子 式 和 代数 余子 式 分 别 为 
471. 8 
Му= |2 3 0 |, 4=(-1) М =-М; 
1 0 -3 
14| 的 (1，3) 元 素 的 余子 式 和 代数 余子 式 分 别 为 
2-1 0 
Mea -3 1.1, Ms=t=1) MaMa 
l -1 -3 








二 、 行 列 式 按 行 ( 列 ) 展开 


定理 ” 设 行 列 式 





Gii aw а1, 
А |= ај а аз 
ај “Gg ° д 行列 式 按 行 ( 列 ) 展开 
则 有 
141=an4it+aphp+…+anhan= У, аА(і=1, 2, =, п) (3-1) 


К= 1 


é $s 


第 三 节 行列 式 按 行 ( 列 ) 展 开 


n 


式 (3-1) 和 式 (3-2) 分 别称 为 |4 | 按 第 i 行 展 开 的 展开 式 及 按 第 j 列 展开 的 展开 式 . 
“证明 式 (3-2) 可 由 结论 147|= 14| 及 式 (3-1) 得 到 ， 所 以 我 们 只 证 明 式 (3-1)， 
(1) 先 考虑 一 个 特殊 情况 . 设 








а 0 0 
аз Go а 
ІА |=. (3-3) 
anl ал? Ann 
则 由 本 章 第 二 节 例 6 得 
а 0 0 
пиа р ЕЕЕ ы; an an 
21 ; Q22 2n š 
[А |= l ss =Шү 1 =a; Mi, 
i i а 2 алм 
Qnl : Qn2 йл 
而 
An=(-1) "M =M, 
于 是 
|A |=а|,А\,. 
(2) 再 考虑 如 下 形式 的 行列 式 
ац а; а 
Qi-1,1 Qi-1,j Qi-l1,n 
[А |= 0 ... а ... 0 (3-4) 
аг ај аыл 
ani anj алм 


将 行列 式 |4 | 的 第 i 行 依次 与 第 i-1 行 , 第 i-2 行 ，…, 第 2 行 , 第 1 行 交换 , 使 第 i 
行 换 到 第 1 行 ， 这 样 共 交换 了 i-1 IX. 然后 ， 再 将 所 得 行列 式 的 第 j 列 依次 与 第 j-1 列 ,第 
j-2 列 ，…, 第 2 列 , 第 1 列 交 换 ， 使 第 j 列 换 到 第 1 列 ,这样 共 换 了 j-1 次 . 此 时 ， 有 

а; 0 ж 0 0 х 0 

j aii 7 тер уд ави 95 Ga 
[А |=(-1)“' (0-1) ау ад 1 1р туи С G 
ар дард | Ci Ҹан 7 Gh1,n 
йе АРРА wa 


п,ј-1 йуж `` а 
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等 式 右 端的 行列 式 是 形 如 式 (3-3) 的 行列 式 ， 由 (1) 有 
|А|=(-1)*!(-1)!а„М„=(-1)Уа„М„=а„А,. 
(З) ЕЖ п 阶 方 阵 4， 它 的 第 i 行 (aa аз, "~, а) ЧИЗ 
(аад, ар, е, а„)= (ail+0+…+0，0+ap+0+…+0，…，0+…+0+ai ) ， 
于 是 由 行列 式 的 拆 分 (性 质 4) 可 知 
[4|=|Di |+|Di |+…+|D;,|, (3-5) 

H, |D; lG=1, 2, =, n) 是 形 如 式 (3-4) 中 的 行列 式 ， 即 第 i 行 中 只 有 (i, Ј) Ж 

aj 关 0， 而 其 余 位 置 上 的 元 素 均 为 零 ， 因此 由 式 (3-5) 可 得 


|A|=a Ai tasAo+-... +a, A їп =F, аай Р д: n). 


定理 给 出 的 行列 式 按 一 行 ( 列 ) 展开 法 ， РИ 阶 行列 式 的 计算 问题 转化 为 较 低 阶 数 的 生 
列 式 的 计算 . 这 就 是 行列 式 的 “ 降 阶 ”. 















































3 -1 1 -1 
Ta f 4а 2 2 
例 1 计算 行列 式 
оз оо 
0 -3 1 2 
3 -1 1 -1 
{б é à &\ 2 (2 -] 1 -1 
按 第 一 1+1 ж 2+1 £ 2 
解 в в Ñ T ЫШ 1) 0 0|+1x(=1) 0 0 |( 每 个 行 
-3 1 2 =З-1 2 
0 -3 1 2 
列 式 均 按 第 二 行 展开 ) 
2 2 1 
= 3х3х(-1)2*! +(-1) х3х(-1)2*! =-9. 
1 2 1 
若 将 所 给 行列 式 直 接 按 第 三 行 展 开 ， 则 有 
3 -1 1 -1 
{ á š > 3 1 -1 3 1 -3 
= c,+(-2)c 
sE т 3җ(-1)'°1 2 2 : =(-3)|1 2 -2 
оз о 0| AE 
Dal- 2 0 1 O 
=з 1 2 
按 第 三 paja | 
EF Š —3)x1x(-1) Р а 9. 





从 上 面 的 计算 可 以 看 出 , 行列 式 中 某 一 行 ( 列 ) 的 元 素 “0” 越 多 ， 按 这 一 行 ( 列 ) 展 开 就 
RHE. 如 果 “0” 较 少 ， 还 可 以 先 利用 行列 式 的 性 质 ， 将 行列 式 的 某 行 ( 列 ) 除 一 个 元 素 外 
全 变 为 “0”， 再 按 这 一 行 ( 列 ) 展 开 . 


1 -1 1 -i 
m 2 1 1 

例 2 计算 行列 式 
1 -53 3 

зт 1 2 


‚5 + 


第 三 节 “行列 式 按 行 ( 列 ) 展开 


























Í -L TY S1 ¿a О Q- Q 
š ü 1 11а |a Ë мї 3 b tra 
cz+( 一 1 一 š = 
解 Жы ыза ыш ы 1x(-1)!*! 4 2 4 
1 -5 3 3 ca te, 1 -4 2 4 | 行 展 开 
-4 6 -3 
=5 1 1 2 -5 -4 6 -3 
We a 0 10 
+ ri 按 第 一 3 1+1 Р 
Е 0 0 10 а ^^ 1) r n 80. 
0 4-3 
例 3 证 明 范 德 蒙 德 ( Vandermonde ) 行列 式 
1 1 1 
Х| X2 x, 
[= = а |= II (=s). (3-6) 
р i . 1<i<j<n 
х"! a wl 


其 中 记号 “I "表示 连 乘 积 . 
证 明 用 数学 归纳 法 证 明 . 因为 





1 
三 X2 一 X%] = II (x —;), 
х) 


1<i<j<2 
所 以 n=2 时 式 (3-6) 成 立 . 现在 假设 式 (3-6) 对 于 n-1 阶 范 德 蒙 德行 列 式 成 立 ， 下 面 证 明 
(3-6) п 阶 范 德 蒙 德行 列 式 也 成 立 . 

ЗЇ п 阶 范 德 蒙 德行 列 式 |V; | 做 如 下 计算 : 第 行 减 去 第 n-1 行 的 x Ë, 第 n-1 行 减 
去 第 n-2 行 的 x| 倍 ，…， 第 2 行 减 去 第 1 行 的 x| 倍 ， 得 


1 
|; |= 
х1 





1 1 1 ... 1 
0 X. 一 %1 Wai "ке % А 
|V, |= 0 x(x>-x|) Xa(K3—X1) с (х) 
0 хї ?(жу-—ж\) X39 (x3—%1 ) t хак) 
MX2 %| X3 X| Э? ХАЖ, 
按 第 一 хӯ(х2-х1) хз(х3-х1) ә з (0 р, 
列 展 开 : : pa š š 
%2 2 (wami) аў (ywi) we 


再 提取 各 列 的 公 因 子 (x;-xi; ) ， 有 


i Ñ sa j 

x, X3 ++ Xn 

|V, |= (5-х) (3-1): (x, 7x1) : 
ы дї? эё дї? 


上 式 右 端 就 是 п-1 阶 范 德 蒙 德行 列 式 ， 按 归纳 法 假设 ， 有 
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LO І: 3 


XI х3 ... Xn 
è ‚|= II G=), 
š : 2<i<j<n 
ж=2 H-2 п-2 
х5 хз Xi 


因此 
И |= (хх) (3-1): (х, =) П (х;-%;)= П (2;-;). 


2<i<j<n I<i<;j<n 
由 定理 ， 我 们 可 得 到 下 面 的 重要 推论 . 
推论 BAC, j=1, 2, =, n) 是 行列 式 |4 | 中 元 素 ;的 代数 余子 式 ， 则 
аА +а А+" +а; A. =0, 13 


Іп“ -Jn 


a, Ay ta, A+. +а А =0, 155]. 


证 明 因为 |4I|=|4|， 所 以 只 要 证 明 式 (3-7) 即 可 . 
将 |4 | 按 第 7 TER, € 








а а 
ii ап 
|A | = Š Ыы" Н =аА +азАр+-+а„ А, , 
ал аһ 
anl РА алп 
2 
把 上 式 中 ал, а», «е, Qi, 换 成 Qis ар, `*° y ањ, 可 得 
а T ain 
а а 
a, A, +а Ар +" +a, A; = =: 
ад ап 
ал] ann 








当 ij 时 ， 上 式 右 端 行列 式 中 有 两 行 元 素 对 应 相等 ， 故 行列 式 等 于 零 ， 即 
апАл+арА»+++а„А„=0(15]). 


inn 


综合 定理 与 推论 ， 有 如 下 关于 代数 余子 式 的 重要 性 质 : 


_ А, i=j 
У, аА, = |А |8; = 0 кү 
ksi x iF]: 
或 
|A], isj 
> а„4Ау= 1418,=| 0 узи 
k=1 š үэе]. 
1, i=j 
其 中 Ó; = | ш 是 克 罗 内 克 ( Kronecker) 符 号 . 
， ij. 


(3-7) 


(3-8) 


习题 2-3 


1. RAŽ (x)= 


2. 求 下 列 行列 式 : 


2 2 2 “Z 

0 = Ü О 
(1) ; ин 

3 0 4 

x 1 0 

0 0 
АГЕ e af 


а QI а, а, 


3. 计算 下 列 n ITIR: 


y 0 0 
х у 0 
0 x Y +, 0 
1 | 
0 
y 0 
aitb а, аз аһ 
al atb аз аһ 
(3) а, a, ау+Ь “РР a, 
0 -1 l 1 
1 Q 1 Da H 
1 Ж Шо | 
(5) š Ы : е = e ; 
L 4 d O 1 
С ЧФ 0 


(2) 


(4) 


о N н н 
一 


(2) 


(4) 


(6) 


， 求 方程 Kx)= 0 的 根 . 


> 


x+] 





第 三 节 “行列 式 按 行 ( 列 ) 展 开 


-1 
1 
2 
1 x-1 
x+] -1 
1 -1 
1 -1 
b b b 
ali b b 
a b |; 
Б.Б а 
x x x 
x+2 x x 
б ЖЕЗ x |; 
x x x+n 
3 n 
0 n 
-2 0 n 
-2 -3 0 
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第 四 节 EREZA TRAA Д 


[ 课 前 导读 ] 

这 一 节 我 们 先 给 出 矩阵 的 伴随 矩阵 的 概念 ， 然 后 再 利用 伴随 和 矩 阵 ， 给 出 在 矩阵 可 逆 时 
求 逆 和 矩阵 的 公式 . 最后， 我 们 给 出 利用 行列 式 解 线 性 方程 组 的 克 菜 默 法 则 ,在 学 习 本 节 前 ， 
需要 读者 熟练 延 阵 与 矩阵 的 乘法 运算 ， 以 及 利用 方 阵 的 行列 式 判 断 方 阵 是 否 可 逆 ( 即 ; п 
ИУ А 可 逆 的 充分 必要 条 件 是 |A |70). 


一 、 伴 随和 矩阵 与 矩阵 的 求 逆 公式 


定义 设 4=(oi) 是 m 阶 方 阵 ，4; 是 |4| 的 (i DER ui 的 代数 余子 式 ， 则 矩阵 


Ар А = А 
нае 
Ain Azn i A 
称 为 矩阵 4 的 伴随 和 矩阵. 

5192 ЛЕА“ п 阶 方 阵 4 的 伴随 矩阵 ， 则 必 有 

|A| 

ha рр А | М 
АА" =А*А= р, = |А |Е. 

А | 


证 明 由 矩阵 乘法 及 行列 式 按 行 ( 列 ) 展 开 定 理 可 知 ， 乘 积 矩 阵 44 * 的 第 i 行 第 j 列 元 
素 为 
апАд+арА»++++а„А„ =ó; |A]. 
ИП ДА * = |А |E. 类 似 可 得 , A*A= |А |E. 
定理 1 如 果 nn 阶 方 阵 A 9, КАЗА А” 
证 明 ”由 本 章 第 二 节 定 理 1 н], ШЖ n ЛЕ Ай, Д |А |50. 于 是 在 公式 
AA" =А*А=|А|Е 


两 端 同 除 以 |4 | 得 
| ЛРЫ | Е РРР 
Ао J-a Ja ы 


1 
# А =——А*. 
因此 ГА] 


b 
例 1 设 2 阶 短 阵 4=[。 J 因为 |4|= 
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外 -earie 所 以 当 ad-bc #0 В, ЖЕ 
с 


第 四 节 ”和 矩阵 求 逆 公式 与 克 莱 默 法 则 





ame вита ватаг = “|, man и ] 






































A ai a 
113 "9 
例 2 判断 矩阵 4=|2 3 1 |р, ATA, ARAR УЕ. 
зы А-2 
解 ” 因为 |4|=-18 关 0， 所 以 和 TX, H 
з 1 | 2 8 
А=(-1)!*! |5, 4 0-1) = As =(-1)!53 =. 
п=(-) 1 3 22(-1) К; =) 3 1 
3-9 L 9 1 
A, =(—-1)2*! =-1, А„=(-1)?°? =-7, Азз=(-1)°* т 
12(-1) ај а=) 3 ч А-Ы 3 i 
ai 3 өй рй. an 2 
431=(-1) 3 |=. А„=(-1)°° 15, дъ)» 2 = 
于 是 4 的 伴随 矩阵 为 
SL = =й 
А*=|-1 -7 5 |, 
=F 5 -1 
А В kE [ZË N 
„95 f 
1 1 рч y n р 
А2: 057. оаа 0 Й, 
[А | “I А: i 18 18 18 
А — к Ж: 
18 18 18 


从 例 2 可 以 看 出 ， 当 方 阵 的 阶 数 a 23 Н], MARAR KEE ЖИИ, 需要 求 个 
п-1 阶 行列 式 4;=( -1)M;. 在 这 种 情况 下 ， 我 们 一 般 是 用 矩阵 的 初等 行 变换 来 求 和 矩阵 的 


-| 4 * 适 用 于 理论 证 明 . 例如 ， 借 助 于 求 逆 公 式 可 以 得 到 


逆 矩 阵 ， 然 而 ， 求 逆 公 式 A = 4 


解 线性 方程 组 的 克 莱 默 法 则 . 
—. ЖЖ 


设 有 一 个 含有 个 未 知 数 x) ，x,，…，x,,，nn 个 线性 方程 的 方程 组 
| ах +арх t +ар х, = bis 
азуу tax +" +a X, =b, 


a,i% ta tat tantn =b, , 


пп n 


借助 于 矩阵 乘法 ， 该 线性 方程 组 可 以 写成 4x=B， 其 中 
> 59. 


SE 方 阵 的 行列 式 


Gui б Tratin х1 b, 

ea Чоу" WN _ 1 _ b; 
A= ‚ х= ? В= 

anl аһ? тең ann Xn b, 


定理 2 (Cramer( 克 莱 默 ) 法 则 ) ， 如 果 线性 方程 组 4r= 的 系数 行列 式 不 等 于 零 ， 即 
14| 关 0， 则 方程 组 有 唯一 解 


ге D, =. D, t D, 
a Ah "ч АТАТ 
其 中 , D(j=1, 2, +, Л ВНЕ ЧАВР 的 元 素 代 替 后 得 到 的 行列 式 . 


证 明 ei 所 以 4-! 存 在 . 令 x=4-'B, WA Ax=A(A8)=B, BI х=47'8 
是 线性 方程 组 的 解 ， 且 由 4- юк ЕТ, 线性 方程 组 的 解 是 唯一 的 . BRÉAN A! = 


тШ. 
хаата B. 
即 
У brAn 
51 А An + Am\fb T 
“а “|. 1 An А» … 42|| 202 a A È БА 
1) Ws. 4 s АЕ ШШ 
Xn Ain An Ann) (6, M 
УА. 
k=1 


PEJA Ау тауды, (j=1，2，…，n). 而 将 D 88 ЯЕ 
开 , 有 


ag > Gypa Ву yga ih 
азр “” G))j;-1 b; Azji U ал 
р = i | á š =b,Ay+b;,Ay+---+b.A.(=1, 2, =, n), 
Qnl Cn, 六 1 b, an j+ "e nn 
所 以 = i ls жа п). 
Bi e 


ү Wa El, 
例 3 用 克 莱 默 法 则 求解 线性 方程 组 |-2xi +2x+ x3=1， 


2i х,+3х3 = 1. 





L =й =l t =, =] 1 = =1 
解 |А|=|-2 2 1 |= 10 0 -1|=- 1 5 |=150, 
2 = 3 0 up: -S ОО 
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ЖЩ ”和 矩阵 求 逆 公 式 与 克 莱 默 法 则 





























= — =l — = = 
pali 2 1[=|0 1 о |--2, 
I =1 3 о 0 2 
1 —1 =l L =L =l 
р,=|-2 1 1 |=[0 4 -—4|=2 
? л 3 0.0 2 
L =1 l Í = =] 
й=|-2 2 1ї1|=|фб 0 =ilsd 
2 үй, 1 0 1.3 
р, D, D, 
因此 x; Tal a =т=, ете 


需要 说 明 的 是 ， 虽 然 在 线性 方程 组 有 唯一 解 时 ， 克 莱 默 法 则 给 出 了 具体 的 求解 公式 ， 
但 是 由 于 较 大 的 计算 量 ( 对 于 n EE n 个 线性 方程 的 方程 组 ， 要 计算 n+1 个 п 阶 行列 
式 ) ， 我 们 在 真正 求解 线性 方程 组 的 时 候 ， 很 少 用 克 莱 默 法 则 ， 而 是 采取 对 线性 方程 组 的 
增 广 矩 阵 施行 初等 行 变换 的 方法 解 线性 方程 组 . 但 是 从 克 莱 默 法 则 ， 我 们 可 以 得 到 与 线性 
方程 组 的 解 有 关 的 一 些 重要 结论 . 

定理 3 ”如 果 线 性 方程 组 Ax=8 的 系数 行列 式 不 等 于 零 ， 即 |4 | 对 0， 则 方程 组 一 定 有 
解 ， 且 解 是 唯一 的 . 

该 定理 的 道 否 定理 为 定理 4. 

定理 4 如 果 线 性 方程 组 Ах=8 无 解 或 有 无 穷 多 解 ， 则 它 的 系数 行列 式 必 等 于 零 ， 即 
|A|=0. 

将 定理 3 和 定理 4 应 用 到 齐 次 线性 方程 组 A4x=0， 则 有 如 下 的 结论 . 

定理 5 如果 齐 次 线性 方程 组 4x=0 的 系数 行列 式 不 等 于 零 ， 即 |4| 关 0， 则 它 只 有 零 解 

x =X =" =x, = 0. 

Ж #6 ”如果 齐 次 线性 方程 组 Ах= 0 有 非 零 解 ， 则 它 的 系数 行列 式 必 等 于 零 ， 即 
[А |=0. 

例 4 问 和 A 取 何 值 时 ， 下 面 的 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 ? 


Àx + 5+ 3х; =0, 
| x /+(À-l)x,+ хз=0, 
ү ху)+ (А-1)х,=0. 
f ”由 定理 6 可 知 ， 若 所 给 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 ， 则 它 的 系数 行列 式 |4|=0. 
Вр 

A 1 3 A Í 3 à 1 4 

|А|=|1 А-1 J [=11 A= 1 үерт 4=1 À 

l 1 -Azi 0 2-А А-2 0 2-4 0 




















4 
t |=(4-2)*(A12)=0 


所 以 当 和 A=-2 或 A=2 时 ,该 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 . 





=(2-А)(—1)** i 
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1. 用 克 莱 默 法 则 求解 下 列 线性 方程 组 : 


(1) —2x +3x,+4x,=2, (2) x 十 x, 2x | 三 4， 
2x | —4x;+3xs =1; =] + X2 十 2X3 = 


2. 已 知 二 次 曲线 (х) = atbxtcx? 在 点 x=1、x=2、x=3 处 的 值 为 f(1)=2、f(2)=3、 
f(3)= -2， 试 确定 这 条 二 次 曲线 . 
F <J J 
te J 0 
А" ЕЦ 
4. ТАЈА 为 何 值 时 ， 线 性 方程 组 


3. 用 求 逆 公式 求 矩 阵 4= HIRERE RE. 








Xi— х,+253=-4, 
xit ху+Аху=4, 
—x | +Àx,+ х,=А? 
有 唯一 解 ? 无 解 ? 无 穷 多 解 ? 有 无 穷 多 解 时 ， 求 其 解 . 
5. W n WIEKE A 的 伴随 矩阵 为 4* ,证 明 . 
(1) 若 |4|=0, 则 |4* |=0; 
(2)14* |=|А|"!. 
б. п MIERE A 的 伴随 和 矩阵 为 4* ， 若 矩阵 A TA, 证 明 4* 也 可 逆 ， 并 求 (4* ) т. 
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п 阶 行列 式 
的 定义 


п 阶 行列 式 
的 性 质 


本 章 小 结 


本 章 小 结 


Mn 从 行列 式 的 定义 ， 熟 悉 一 些 特殊 行列 式 的 什 
Emnat f 线 法 则 计算 2 阶 、3 阶 行列 式 





п 阶 行列 式 的 性 质 ， 会 利用 nn 阶 行列 式 的 性 质 计算 简单 的 n 阶 行列 式 
图 解 利 用 行列 式 判 断 方 阵 可 逆 的 充分 必要 条 件 





行列 式 按 行 
( 列 ) 展开 





区 铀 余子 式 、 代 数 余 子 式 的 概念 和 性 质 
Витя) 展开 的 法 则 
EAn 阶 行列 式 的 性 质 及 行列 式 按 行 ( 列 ) 展 开 的 法 则 计算 简单 的 元 阶 行列 式 





和 矩阵 求 逆 公式 
与 克 莱 黑 法则 





CEFE) AF 4 ҖЕ B: 0 88.25 Fo bt. JÉ 
ААХ, AAEE Е 
PP %) Е] 
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第 二 章 ， 方 阵 的 行列 式 


< 拓展 阅读 


行列 式 的 发 展 


行列 式 出 现 于 对 线性 方程 组 的 求解 过 程 ， 坐 标 变换 、 多 重 积分 中 的 变量 替换 、 二 次 型 
化 为 标准 型 等 问题 也 都 有 行列 式 应 用 的 身影 . 
行列 式 这 个 词 是 Cauchy 在 他 的 一 篇 论文 中 明确 提出 的 . 在 这 篇 论文 中 ，Cauchy 把 行 
列 式 的 元 素 排 成 方 阵 ， 并 采用 双重 下 标 来 标记 元 素 在 行列 式 中 的 位 置 . 例如 ， 一 个 3 阶 的 
行列 式 写 成 (两 条 坚 线 是 在 1841 年 引进 的 ) 
Gnu an Gg 
а G> а |. 
аз Gy dG 
也 是 在 这 篇 论文 中 ，Cauchy 给 出 了 行列 式 的 第 一 个 系统 的 、 几 乎 是 近代 的 处 理 ， 主 要 结果 
之 一 是 行列 式 的 乘法 定理 . 在 这 之 前 ，Lagrange 已 经 对 3 阶 行列 式 给 出 了 这 个 定理 ， 但 由 
于 他 的 行列 式 的 行 是 一 个 四 面体 的 顶点 的 坐标 ， 所 以 他 的 定理 没有 一 般 化 .Cauchy 给 出 的 
乘法 定理 (用 现代 记号 表达 ) 为 
la; | lb; l= |1. 


R Ӯ |а, | 和 |b; | 代表 nn 阶 行列 式 , 而 cj = Darby, REH, ЗЛЖ 141% j 列 
k 


的 项 是 | oj | 的 第 i 行 和 |b; | 的 第 j 列 的 对 应 元 素 的 来 积 之 和 .这 个 定理 在 1812 年 曾 由 
Jacques Р. M. Binet 叙述 过 但 没有 得 到 令 人 满意 的 证 明 . 

Heinrich Е. Scherk 于 1825 年 在 他 的 数学 论文 中 给 出 了 行列 式 的 几 个 新 的 性 质 . 他 建 
立 了 只 有 一 行 (或 列 ) 不 同 的 两 个 行列 式 相 加 的 规则 和 一 个 常数 乘 行列 式 的 规则 另外， 他 
还 叙述 了 当 一 个 方 阵 的 某 一 行 是 另 两 行 或 几 行 的 线性 组 合 时 ， 其 行列 式 为 零 ， 以 及 三 角 行 
列 式 ( 主 对 角 线 以 上 或 以 下 的 所 有 元 素 是 零 ) 的 值 是 主 对 角 线 上 的 元 . 
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测试 题 二 


一 、 盾 空 
1. 排列 35214 与 41253 的 逆序 数 之 和 为 ; 
a b c 


2. |а a+b а+Ь+с |= 
а 2a+b 3a+2b+c 


1 2 2 3 
БРТ 1 2 -4 -1 
3. 设 行列 式 D= , Д] А 1, -А,+А3,+34, = 
03-1 2 
= 1 -3 1 
l-a a 0 0 0 
-1 1-а a 0 0 
4.5 阶 行列 式 D=|0 -1 1-а a 0 |= 


0 0 -1 1-а а 
0 0 0 -1 l-a 


s. WE A= | ЕЕ | 


二 、 选 择 题 
а Ó 0 Ë 
СТИ 0 а» b, 0 
1. 4 阶 行列 式 的 值 等 于 ( ). 
0 b, а, 0 
à Ü Ó < 
A. aja aza4—b;bzb3b4 B. a;a,a3a4+b;b2b3b4 
Ci (aja—b;b, )(aza4-b3b4) р. (а,аз-,0,) (аа, -6,0,) 


2, жау, а, as, Bi, В, 都 是 4 维 列 向 量 ， H 4 阶 行列 式 e), a, Gs, B .|=m, 
|a, а, B», а, |=п, 则 4 阶 行列 式 |æ, а, а, B +В, |= ( ). 


А. m-n В. n-m С. m+n D. -(т+п) 
3. ША, В у п ОЛЕ, ВА |=, 18|=-2, 则 |24*B"1|=( 0). 


1 
2 

4. ЖА, Вуз 阶 方 阵 , Н|А|=3, |B|=2, |A-!1+B|=2, W |A+B-!|=( ). 

А. 2 В. ~2 G. 3 D. =3 

5. а, а, a, 都 是 3 шш, НЕА = (а, о, a), В= (а +а,+аз, а + 
20,+40, а, +За,+9а,), ШЖ |А |=1, 则 |B|=( ). 


А. 1 B. =| С. 2 D. 
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测试 题 二 


: 1 1 
А. 2 В. —2 бы == В. === 
2 2 


、 解 答题 


l 


| | 
0 |, Ж А=ае@!, п 为 正 整 数 ， 求 行列 式 |aE-4" | 的 值 . 
-1 Р 
2. МА Hn WAFER, A* EA 的 伴随 矩阵 ,47 是 4 的 转 置 矩阵 ， 当 4* =A" 时 ， 
ПЕНЯ |А | #0. 
3. 设 A、B 为 2 阶 方 阵 ，A4*、B* 分 别 是 A4、B 的 伴随 矩阵 ,车 |4|=3，|B|=2, 求 
ээмин ө 的 伴随 矩阵 
4. IA. В, A+B, A+B IHIH п ИЕ, (47! +871) !. 
ї 3 =й 
її їй d 
t = 4 


1. а= 








5. BAAS ‚ ERE X WE A*X=A 1+2X, Ж А* E A KERERE, 








ЖИ X. 
б. 当 入 取 何 值 时 ， 线 性 方程 组 
Ахү+ %2 二 %3 三 人 一 3， 


xı Àx, + X3 =-2, 





无 解 ? 有 唯一 解 ? 有 无 穷 多 解 ? 在 方程 组 有 无 穷 多 解 时 求 其 解 . 
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第 三 章 “向量 空间 与 线性 方程 组 解 的 结构 


第 一 节 ”向 量 组 及 其 线性 组 合 


[ 课 前 导读 ] 

引入 了 空间 直角 坐标 系 后 ， 空 间 中 的 任 一 点 已 可 用 一 个 三 元 数组 (x，y，z) 来 表示 ， 
空间 中 的 向 量 0 有 也 可 写成 0 有 = (x, y, z). 于 是 ， 对 空间 几何 图 形 的 性 质 的 研究 就 可 以 转 
化 为 对 三 元 数组 (x，y，z) 的 研究 ， 对 三 元 数组 (x，y，z) 做 推广 ， 我 们 将 讨论 于 元 数组 ， 
以 及 nn 元 数组 的 集合 ， 也 就 是 本 节 所 说 的 nn 维 向量 以 及 向 量 组 . 


一 、 向 量 的 概念 及 运算 


1. n 维 向 量 的 概念 
定义 1 Hna, a, 0e, a, 组 成 的 有 序数 组 称 为 n 维 向 量 . A n ZEE [n] t J pR, 


GI 
a> 
аһ 
的 形式 ， 称 为 п 维 列 向 量 ; £ n 维 向 量 写成 
(а\, а, эы а„) 


的 形式 ， 称 为 n 维 行 向 量 . 这 n 个 数 称 为 该 向 量 的 nn 个 分 量 ， 其 中 а, 称 为 第 i 个 分 量 . 
从 nn 维 向 量 的 定义 可 见 ，n 维 列 向 量 就 是 一 个 nx1 IERE, n 维 行 向 量 就 是 一 个 1x 
n АТЖ ВЕ. 行 回 量 可 以 看 成 是 列 向 量 的 转 置 ， 因 此 我 们 常用 ae，B，7y 来 表示 于 维 列 向 
Е, Но", В", у" RER n 维 行 向 量 . 除了 特别 说 明 外 ， 我 们 以 后 都 只 对 列 向 量 进行 
讨论 . 
Мар, а, ~", а, 是 复数 时 ,nn 维 向 量 称 为 n Е, а, ，a,，…，a, 是 实数 
BJ, п 维 向 量 称 为 n 维 实 向 量 ， 本 书 所 讨论 的 向 量 都 是 实 向 量 . 


0 
分 量 都 是 零 的 向 量 称 为 零 向 量 ， 记 为 0， 即 0=| . | 或 0=(0，0，…， 0). 
0 


70; ai 
向 量 | 2 | 称 为 向 量 e=| > | 的 负 向 量 ， 记 为 ~ 


G, a, 


“6 • 
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2. 向 量 的 运算 
由 于 向 量 可 看 成 行 矩阵 或 列 矩阵 ， 因 此 我 们 可 用 和 拖 阵 的 运算 来 定义 向 量 的 运算 . 
а b, 
5 az b; 
设 a=| “|, В=| `|, КЕК, WA 
a, b, 
a +b, ka, 
a+b, ka, op е а 
(а+в=| ' |; (2) а=). |; (我 们 称 这 两 种 运算 为 向 量 的 线性 运算 ) 
G +b, ka 
b, 
b, 
(з)аВ= (а, az, ©з, G,) ` |=a,b +ta,;b,+---+a, Ы, ; 
Б. 
G, ab, ab, + ab, 
b b ... b 
ай?= к. Т үү" ba >: ; ik I 
Cn anbi аһЬ› F а,б, 


例 1 将 线性 方程 组 
aj Xi taxt +аух, =Ь\|, 
Q21X1 十 Q22X2 十 "十 Q2nXn =b, 9 
G,,121 十 Qi2X2 十 "… 十 Gin 和 = 


HE i ARAE x, 的 系数 写成 一 个 m 维 列 向 量 


则 该 方程 组 也 可 用 以 下 向 量 的 形式 来 表达 


x G| +505 +: +x, G, =В. 
opg a 
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线性 方程 组 的 这 种 表示 方式 在 今后 讨论 线性 方程 组 的 解 时 会 带 来 很 大 的 方便 . 
二 、 向 量 组 及 其 线性 组 合 


定义 2 ”由 若干 个 维 数 相同 的 向 量 构成 的 集合 ， 称 为 向 量 组 . 


а1; 


例如 ， 例 1 中 未 知 量 的 系数 构成 的 m 维 列 向 量 @;=| ”|(i= 1，2，…，m) 的 全 体 构 


a 


mi 


成 一 个 向 量 组 . 


> „|“ "оа 0777 © 
例 2 BEA ” ” 2, НЕА 分 块 如 下 


ml m2 amn 
g 
ај ауу Ain 1 
Т 
а а» ° Qn 2 
A= А ' ¿ š =(@\, о, , s... а,)= . 
айты Om ° Omn В! 
其 中 
а ` T Р 
а; š (j=1, 2, A n), В: =(ail， ао, “> âp) (i=l, 2, чбс т). 
а 


N) т 维 向 量 组 w 0, +, а, 称 为 矩阵 4 的 列 向 量 组 , п А ВІ, ВІ, <, ВІ 称 
HIERE A 的 行 向 量 组 . 
反之 ,给 定 一 个 m 维 向 量 组 w а, ，…，a, ， 则 得 到 一 个 以 al о, ~, а, 为 列 的 
mxn ЖА = (ау, а, =, а„); 给 定 一 个 n аА ВТ, BI3，…，B，， 则 得 到 一 个 以 
Bi 
ы Вз 
Bi, pz, к. В! 为 行 的 mxn ЖЕ А = ls 
Bn 
由 例 2 可 知 ， 一 个 向 量 组 总 可 与 一 个 矩阵 建立 一 一 对 应 关系 . 
ЖУЗ апи о, ，。 ，…，aw, ， 对 于 任意 一 组 数 局 ka, 0, Е, RAR 
Ка +0 t th G, 
称 为 该 向 量 组 的 一 个 线性 组 合 . 
定义 4 п a, а, o, а, 和 一 个 n 维 向 量 B， 如 果 存 在 一 组 数 k, 
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ka, +, kn, 848 

В =k ae tkiæ t +h, 0, ， 
则 称 向 量 B [Ж о, о, +, а, 线性 表示 ， 或 者 说 向 量 B 是 向 量 组 ел, а, ，…， 
a, 的 一 个 线性 组 合 . 

ЖП, ЕШШ a, ，a ，o ， 则 向 量 20-а, +V3 as а +0, +0a3( =a), О@у+е, 
+00( =05), да +00, +as( = 上 3)，0ali+0a+0as(=0) 都 是 向 量 组 æ, a, a, 的 线性 
组 合 . 

由 此 可 见 ， 一 个 向 量 组 可 以 线性 表示 这 个 向 量 组 中 的 每 一 个 向 量 ， 零 向 量 是 任意 一 个 
向 量 组 的 线性 组 合 . 


0 0 
例 3 Бн е, = ИРЕ а “s=, же) ‚|, 则 由 向 量 的 线性 运算 ， 任 一 向 


о 
= 


量 w=| ”| 都 可 由 eli，e ，…，e, 线性 表示 ， 即 


аһ 
а 1 0 
а 0 1 | 
а=. |=а| „ [+0 |e |Egiertayeyt=.=+a @;s 
a 0 0 1 


对 于 任意 给 定 的 nn 维 向 量 组 оу, о, ---, а, Жп 维 向 量 B， 如 何 判 断 向 量 B E # n] 
НА 4 а, a, =, а, 线性 表示 呢 ? 

从 定义 4 可 以 看 到 ， 如 果 向 量 B 可 由 向 量 组 ar, о, ，…，a, 线性 表示 ， 则 存在 一 组 
ЖОЕ, ka, +, kp, 1818 


kai tka t+ +h, е =В, 


这 表明 线性 方程 组 
x G| +x +:--+x =В 
有 解 
Эц kı 
17 k; 
Xn k, 


反之 ， 如 果 线 性 方程 组 
хта +X QO + tx е =В 
A fg 


= - 
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х1 k, 
aa | _ kz 
x k 


即 
kæ tka +: +k, æ, =, 

从 而 向 量 B 可 由 向 量 组 @|, æ, +, а, 线性 表示 . 

因此 ,向 量 B6 НА о, о, o, а, 线性 表示 归结 于 线性 方程 组 xj@ +r + 
вхо, =B 是 否 有 解 . 若 向 量 B 可 由 向 量 组 ал, о, ---, a, 线性 表示 ， 则 表示 式 是 否 唯 
一 由 线性 方程 组 是 否 有 唯一 解 来 决定 . 总 结 上 面 的 讨论 ， 我 们 得 到 如 下 定理 . 

定理 1 向 量 B 可 由 向 量 组 w ，a ，…，aw,( 唯 一 ) 线 性 表示 的 充分 必要 条 件 是 线性 方 
FEH хуа txa t+ G, =B 有 (唯一 ) 解 . 









































5 1 0 -1 
例 4 设 有 向 量 w=| 3 sanagi a ‚ B3=| 1 |, WE a PESH B], 
-6 -1 1 2 
В, B, 线性 表示 . 
解 ”根据 定理 1， 设 x,B,+x2zB;+x3B;=aw， 由 
1 0 -1 5 10 -1[5 1. fo ajs 
ї 2,1 оу ÉE Й 2 | -2 ET 
-1 1 2 |-6 б j ds 0 | 0 
Xx1=5+c, 
可 知 方程 组 有 无 穷 多 解 4x, =-1-с, 其 中 < 为 任意 常数 .因此 a 能 由 B,,B,，B; 线性 表示 ， 
NX3=C, 





但 表示 式 不 唯一 : а= (5+с)В,+(-1-с)В, +В, 其 中 e 为 任意 常数 . 














1 2 -3 5 
例 5 ОЕ 2 |, 而 B=| 4 |, [п]; 向 量 B 能 否 由 问 
-2 -5 4 -7 
На, о, а, 线性 表示 ? ЖИИ, ШАК. 
解 Ў хуа +х,0+хза B, 由 
1 2 -3|5 1 2 -315 1 2 -315 
весен i 2 Ho L 2 一 0 1 2 | 
-2 -5 4 |-7) (0 -1 -2]3) 0 O 0 |7 




















可 知 ， 线 性 方程 组 无 解 ， 所 以 向 量 B 不 能 由 向 量 组 ai о, a, 线性 表示 . 
三 、 向 量 组 的 等 价 


定义 5 ЖА; а, 0), o, Qn 是 m 个 n 维 向 量 组 成 的 向 量 组 , 而 B: B, B2, -, 
EPI › 
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B, 是 ;个 n 维 向 量 组 成 的 向 量 组 . 如果 向 量 组 B 中 每 一 个 向 量 B,(j=1，2,，…，s) 均 可 由 
向 量 组 4: ау, 0, +, а, 线性 表示 ， 则 称 向 量 组 B: В|, В,, +, В, 可 由 向 量 组 А. 
Ql1，Q;，…，Q@ 线性 表示 . 如 果 向 量 组 A 与 向 量 组 B 可 以 相互 线性 表示 ， 则 称 向 量 组 A 
与 向 量 组 B 等 价 . 

根据 定义 5， 若 向 量 组 B: В|, B2, >>, В, 可 由 向 量 组 A: а, ，Q,，…，@a RER 
示 ， 则 对 向 量 组 В 中 每 一 个 向 量 B,(j=1，2,，…，s)， 存 在 一 组 数 上 ;,，k, ，…，k,; ， 使 得 


В; =; thy tthe = (о, «,, +, Am) ч (=l, 2, =, 9), 


k, 


j 


ka. 
以 向 量 为 列 ， 得 到 一 个 mxs 矩阵 


Кы 
kii ki; kis 
Ж. Е kz ta К, 
k mı km2 “ы ka 


矩阵 Kx, 称 为 这 一 线性 表示 的 系数 矩阵 . Ж A= (о, о, зз, €n), В= (В,, B2, 
©, B), WA 
B=AK,... 
也 就 是 说 ， 若 问 量 组 B. В|, В,, >, В, 可 由 向量 组 4: ау, а, 0, а, 线性 表示 ， 
则 矩阵 方程 
АХ=В 
Af Х=К nx- 
若 向量 组 4 与 向 量 组 B 等 价 ， 则 存在 系数 和 矩阵 及 ,与 M.,、,, ， 使 得 
B=AK,,., BM.,, =А 
同时 成 立 . 亦 即 矩阵 方程 
АХ=В 5j BY=A 
HA X= K... Y=M,. 
综 上 所 述 ， 我 们 有 如 下 定理 . 
定理 2 设 向 量 组 4 和 向 量 组 B 如 上 所 述 . ЕА = (а, а, зз, an), В=(В,, 
B2, =, B), WHEA В 可 由 向 量 组 А 线性 表示 的 充分 必要 条 件 是 矩阵 方程 
АХ=В 
有 解 . 向 量 组 4 与 向 量 组 B 等 价 的 充分 必要 条 件 是 矩阵 方程 
AX=B 5j ВҮ=А 








同时 有 解 . 
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=2 
0 


1 3 =3 =f 
1 ‚ 2 = 1 ? В, = 1 , Вз = 1 
-1 1 -2 1 0 


WH: 向 量 组 В: В,, B2, B3 可 由 向 量 组 4 : œ, о, 线性 表示 . 

证 明 ”根据 定理 2， 令 矩阵 4=(al，ow), B=(B，B,，B;)， 向 量 组 如 可 由 向 量 组 
А 线性 表示 的 充分 必要 条 件 是 矩阵 方程 AX=B 有 解 . 而 该 矩阵 方程 有 解 又 等 价 于 三 个 方程 
组 Ax=B,(j=1，2，3) 均 有 解 . 对 增 广 矩阵 实施 初等 行 变换 ， 有 


例 6 已 知 向 量 组 4: а = Ж В: В, = 


ЕД 






































| 1 -2|3 -3 -\ A 0|1 1 1 
(а;, wle BB 1 От 1 | її -2 Тү 
-1 11-2 1 0] O 0|0 0 0 
l 1 1 
可 见 ， 三 个 方程 组 Ax=pB,(j=1, 2， 3) 的 解 分 别 为 |. ). 1) 


menx а 中 使 得 AX=B， 因 此 向 量 组 B 可 由 向 量 组 А 线性 表示 
=] 1 1 0 
例 7 已 知 癌 量 组 4: | = 1 |, a, =|2|Ħ B: В, = [| 
=] 2 5 0 1 




















1 
中 证 明 ; 向 量 组 А: «|, G,, а; 和 问 量 组 В; Bı, B2, В» 等 价 . 
1 
证 明 ФА = (а, %, аз), В=(В,, B2, Вз), 设 ВХА. 由 


Вз = 

















l Q JJ rai v= A 
(Bi: В», В, læ, G, а) = 1 1 0 0 1 2 = 1 0 -1 2 3 , 
© "T= 2 3 оо 15980 0 2 


1 =ef =] 


ИЖ, EERTE BX=A Af X=|-1 2 j 因此 ， 向 量 组 4 能 由 向 量 组 В 线性 表示 . 

















Е: 
另 一 方面 ， 由 于 
1 -1 -1 1 -1 -1 
ыы 2 3 |=|0 1 2 |=2#0; 
00 Ж 0 0 2 
1 -1 -1 1 -1 -7 
所 以 矩阵 | -1 2 3 |а, 于 是 有 A|1-1 2 3 | =B, ЕА B 能 由 向 量 组 4 
0 0 2 Qn 5. 














线性 表示 ， 所 以 这 两 个 向 量 组 等 价 . 
例 7 是 通过 解 矩 阵 方程 的 方法 来 判断 向 量 组 是 否 等 价 ， 这 种 方法 较 麻 烦 . 引入 了 矩阵 
的 秩 的 概念 之 后 ， 利 用 矩阵 的 秩 来 判断 向 量 组 是 否 等 价 会 更 简单 ， 具 体 方法 见 本 章 第 四 节 


的 例 1. 
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习题 3-1 
2 3 =2 
1, ae 2 | y=| 4 |, Ж 2æ-ßB, «-8+2у. 
3 7 1 











1 ; 
; s.a 问 ， HE w 能 否 由 向 量 组 Bi， В, 
0 
В, 线性 表示 ? 
Ву=@›+еу++++е@, 
~» |. =a +а+--:+а, 


3. 设 "EHRE a, а,, a SARE B, Ba =, B. 




















等 价 . 
1 1 а 1 -2 
4 设 有 向 量 组 4: а | a= , @ = | В: В, = | s|: А 
а 1 1 а 4 
=2 
Вз=| a |, Же a, 914 A 能 由 向 量 组 B 线性 表示 ,但 是 向 量 组 B 不 能 由 向 量 
组 4 线性 表示 . 


5. 证 明 向 量 组 的 等 价 具有 传递 性 ， 即 : 若 向 量 组 4 与 向 量 组 B 等 价 ， 向量 组 B 与 向 
量 组 C 等 价 ， 则 向 量 组 4 与 向 量 组 C 等 价 . 
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[ 课 前 导读 ] 
在 线性 方程 组 
wrt %=2%=2, 
2х|— ху)+3ху=3, 
хү-2ху+5хз = 1 
中 ， 用 第 二 个 方程 减 去 第 一 个 方程 ， 就 得 到 第 三 个 方程 . 所 以 第 三 个 方程 是 一 个 多 余 方 
程 ， 是 否 有 这 个 方程 并 不 影响 原 线性 方程 组 的 解 ， 也 就 是 说 原 方程 组 与 线性 方程 组 
Xi 十 2 一 2X5 = 2; 
2x | —x;+3x, = 3 
М + 


第 二 节 ”向 量 组 的 线性 相关 性 


是 同 解 线性 方程 组 . 那么， 怎样 判断 线性 方程 组 中 是 否 有 多 余 方程 呢 ?” 若 有 多 余 方程 ， 怎 
样 判 断 哪些 方程 是 多 余 的 呢 ? 其 实 ， 这 些 问题 的 答案 就 在 于 我 们 这 一 节 要 讲 的 内 容 ; 向 量 
组 的 线性 相关 性 . 


一 、 向 量 组 的 线性 相关 与 线性 无 关 


定义 KA mS n HERE о, а, зз, «„, ШЖ [s] 2; 

存在 一 组 不 全 为 零 的 数 妃 Е, 5, Е, 1819 

Куа ,+ЁЕа„+ + е =0, 

ДІК Н о, а, +, а, 线性 相关 ; AAH k k= Е, =0 时, JE ка + 
kant +k An =0， 则 称 向 量 组 о, о, o, а, 线性 无 关 . 





向 量 组 的 线性 相关 性 























] 2 3 
例 1 对 于 向 量 组 w =|1|, о = 中 as=|5|， 存 在 一 组 不 全 为 零 的 数 2，-1，0， 
1 2 ү 
使 得 
1 2 
2а -az+0a3s = 2| 1 |-| 2 |+0 · |5 | =0, 
N 
0 
所 以 向 量 组 ai ， а, а; 线性 相关 .而 对 于 向 量 组 Ga „| ‚ Cn= z ә 对 
] 
任意 一 组 数 k | ，k,，…，k,， 有 
0 0 kı 
0 0 k, 
kiei+k,e,;+---+k,e,=ki| . |+k, . (ttk, ер. 
0 0 1 k 


Ш, MHAM k =k =…=k,=0 BF, АН ke +k,e,+---+k e, =0, ТИДЕ H ej, e, 
特别 地 ， 当 向 量 组 只 含有 一 个 向 量 @ 时 , #ra 0, WRAK k=0 时 才 有 jia=0 , Ph 
以 a 线性 无 关 ; 若 a=0， 则 对 任意 非 零 常数 k， 都 有 ka=0 ， 所 以 a 线性 相关 . 
例 2 WEH: 任 一 含有 零 向 量 的 向 量 组 必定 线性 相关 . 
证 明 设 向 量 组 4: 0, а, œ, ·--, а, 是 任 一 含有 零 向 量 的 维 向 量 组 ， 于 是 对 任 
意 非 零 常数 上 ， 都 有 
k0+0 .al+0， 2, +:-:+0 а, =0, 
所 以 向 量 组 4: 0, а, а, ，…，aw 线性 相关 . 
1 2 1 
例 3 занша a, = ; 23 | 判断 向 量 组 ал, а, a, 的 线性 相 
2 


1 











TE 
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关 性 . 

解 ” 按 照 向 量 组 线性 相关 和 线性 无 关 的 定义 ,我 们 只 需 验 证 使 得 等 式 kæ tka, +k 
=0 ЛЛА) ҢА, А, А 是 不 全 为 零 还 是 全 为 零 . 

将 等 式 куа +k,a, +k;sa; = 0 改写 为 





kı i=: ЙҮ 
(e), а, а) k, =0, ИП 2 1 3 k, =0, 
k, 1-1 2%, 


于 是 ， 问 题 转化 为 齐 次 线性 方程 组 


ВАЗЕ, НАЗ. ШЕННЕ, Ша, о, о 线性 无 关 ， 若 有 非 零 解 ， 则 
«|, 0, а, 线性 相关 ， 由 于 系数 行列 式 














J ® 20] |1 2 1 
2 1 зе 1 $D, 
1 -1 2 z Д" 3 
kı 
所 以 方程 组 有 非 零 解 ， 任 取 一 组 非 零 解 | |40, BE katka tka, =0， 所 以 ai а, 
ks 


a, 线性 相关 . 
例 4 已 知 向 量 组 w а, а, 线性 无 关 , В, =a +a, В,=@,+е,, Ву=а@ау+ау, ЇЕ 
BH: 向 量 组 B, B2, В, 也 线性 无 关 . 
证 明 9—28 А, 0, Е, 使 得 kB +k,B,+k B, = 0, В, =a; +a, В =а+аз, 
Вз =a3s+ai 代入 并 整理 得 
(k i+k,)@ +(k tk ) а, +(Е, +k; )@ =0. 
ENa, a,, a, 线性 无 关 ， 所 以 上 式 成 立 当 且 仅 当 
ki+k;=0, 
ку+Е, =0, 
k,+k,=0, 
Ü 41 
1 
1 





1 
1 
0 


此 齐 次 线性 方程 组 的 系数 行列 式 0 


1 


=2#0, тА яа k, =k,=k,=0, BUE В, , 








В,, В, 也 线性 无 关 . 
总 结 例 3、 例 4 的 解 题 过 程 ， 我 们 知道 ， 向 量 组 的 线性 相关 性 的 判断 可 以 转化 为 对 齐 
次 线性 方程 组 的 解 的 判断 
定理 1 m 个 n 维 向 量 构成 的 向 量 组 a, а, o, a, 线性 相关 的 充分 必要 条 件 是 齐 
次 线性 方程 组 
Я 
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куа +Е,а t +Ё о, = 0 

有 非 零 解 ;线性 无 关 的 充分 必要 条 件 是 上 述 齐 次 线性 方程 组 只 有 和 零 解 =k,=--- =k =0. 

已 知 齐 次 线性 方程 组 xe trat tn =0， 将 系数 矩阵 4=(al ，o，…，aw，) 实 
施 初等 行 变换 化 为 矩阵 B= (B1，B,，…， PB,,) ， 则 以 矩阵 B 为 系数 矩阵 的 齐 次 线性 方程 
组 x1B1+x2B;+…+x,B,,=0 与 齐 次 线性 方程 组 xia +xi@y+…+xj@,,=0 是 同 解 线性 方程 组 ， 
从 而 向 量 组 w а, ，…，aw УША В, В, ~, B, 具有 相同 的 线性 相关 性 .也 就 是 
їй, ЖИА СВ, ШШ: A 的 列 向 量 组 与 矩阵 B 的 列 向 量 组 有 相同 的 线性 相关 性 . 相应 
Н, ФА еВ, ИЯНЕ 4 WITHERS ERE B 的 行 向 量 组 有 相同 的 线性 相关 性 . 


二 、 向 量 组 线性 相关 性 的 一 些 重要 结论 


定理 2 癌 量 组 @/，@,，…，Q@,(m 宇 2) 线 性 相关 的 充分 必要 条 件 是 存在 某 一 个 向 量 
а(1<ј<т) 可 由 其 余 向 量 线性 表示 . 

证 明 充分 性 : 若 存在 某 一 个 向 量 а(1<у<т) 可 由 其 余 向 量 线性 表示 ， 即 存在 一 组 
Жк, се, Бы, ka, се, km, WE 


«,=Ёүе/, ++ 01 + G.) Hetk aAa Й 


移 项 得 

Ее tetka- in a Mp +k = 0. 
显然 这 组 数 kI, >, kar, 1, Бы, се, ka RAAF, БТРДЕН a, аз, =, а„(т> 
2) 线 性 相关 . 


必要 性 : 如 果 向 量 组 w ，@,，…，@,(m 宇 2) 线 性 相关 ， 则 存在 一 组 不 全 为 零 的 数 
Бу, Бо, =, Е, EI 
Ка tkyæ t +k е = 0. 
TE ki, ka, 0, k, y f fE26 7380428, ЛУПА К, 90, WH ERBEN 


Кау = Еа ttk үе +Е Ot th Om, 


从 而 有 
а, = ый. pta "æ, дв, + „fn а, 
b ° b P д 


即 @ 可 由 其 余 向 量 线性 表示 . 
将 定理 2 应 用 到 由 两 个 向 量 构成 的 向 量 组 上 ， 就 得 到 如 下 应 用 比较 方便 的 推论 . 
推论 1 两 个 向 量 a, a, 线性 相关 的 充分 必要 条 件 是 它们 的 分 量 对 应 成 比例 . 


1 3 3 
015 а =|2 |, |} ‚ е,=|4|, а, =3а, AJE a, а, 线性 相关 .而 as, 与 
3 9 7 

















а 的 分 量 不 对 应 成 比例 ，a 与 a, 的 分 量 也 不 对 应 成 比例 ， 从 而 w а, REEF, œ, 
a, 也 线性 无 关 . 
将 线性 方程 组 4,,,x=B 的 增 广 矩阵 4=(4 |B) 按 行 分 块 ， 记 为 
Я „77, 
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B; 
当 行 向 量 组 Вт, BT, +, ВТ 线性 相关 时 ， 方 程 组 有 多 余 的 方程 ， 并 且 由 定理 2 可 知 ， 若 
B; 可 由 其 余 向 量 线性 表示 ， 则 B;7 所 对 应 的 第 7 个 方程 就 是 多 余 方程 . 
给 定 一 个 向 量 组 后 ， 从 这 个 向 量 组 中 抽取 一 部 分 向 量 构成 一 个 新 的 向 量 组 ， 这 个 新 的 
向 量 组 称 为 原 向 量 组 的 部 分 组 . 设 有 nn 维 向 量 组 4: а, а, +, а, ГВ, Ж 
妨 设 其 部 分 组 记 为 B: ау, a,, ---, we (1=r<m), ， 对 于 向 量 组 4 与 其 部 分 组 B 的 线性 相 
关 性 ， 我 们 有 下 面 的 定理 . 
推论 2 ” 知 部 分 组 吾 线 性 相关 ， 则 回 量 组 4 也 线性 相关 
证 明 若 部 分 组 如 线性 相关 ， 则 存在 一 组 不 全 为 零 的 数 语 ， 镶 ，…, 上 大， 使 得 
| kæ +, а +: ЁК æ, = 0. 
于 是 有 
ka +k,Gm,+---k +0 ai+0 ao+…+0，a=0， 
TIR, ki, ka, =, 大，0，…，0 也 是 一 组 不 全 为 零 的 数 ， 因 此 向 量 组 A 也 线性 相关 . 
推论 2 可 以 说 成 : 部 分 相关 ， 则 整体 相关 . 
推论 3 AEH 4 线性 无 关 ， 则 其 部 分 组 B 也 线性 无 关 . 
证 明 反 证 法 : ARBA В 线性 相关 ， 则 由 推论 2 知 ， 向 量 组 4 线性 相关 ， 与 已 知 条 
Ед. 所 以 部 分 组 B 也 线性 无 关 . 
推论 3 也 可 说 成 : 整体 无 关 ， 则 部 分 必 无 关 . 
推论 4 БА: а, а, o, a 是 m 个 n 维 向 量 组 成 的 向 量 组 ， 当 n<m 时 该 向 量 组 
一 定 线 性 相关 . 特别 地 ，n+1 个 п 维 向 量 一 定 线 性 相关 . 
证 明 ТОЯ А=(еу, а, зз, an), У п<т 时 ， 齐 次 线性 方程 组 AX=0 中 方程 的 
个 数 小 于 未 知 量 的 个 数 ， 因 此 一 定 有 非 零 解 ， 所 以 向 量 组 А 线性 相关 . 
定理 3 设 向 量 组 4: а, а, ~, а, 线性 无 关 ， 而 向 量 组 4 а, о, зз, Qn, B 
线性 相关 ， 则 向 量 B 一 定 能 由 向 量 组 4: а, ，a ，…，a， 线 性 表示 ， 且 表示 式 是 唯一 的 . 
证 明 ”因为 向 量 组 4': al ，o ，…，aw,， 有 线性 相关 ， 所 以 存在 一 组 不 全 为 零 的 数 
ki, ka, +, kn, k, 848 
kia +, а t +k а +З = 0. (2-1) 
我 们 断言 ， 在 上 式 中 一 定 有 k 关 0. 这 是 因为 ， 如 果 上 =0， 则 局 А, 0, k. AF229322. H 
式 (2-1) 变 为 
kiawe +, + +k о, =0, 
于 是 向 量 组 4: а, а, +, а, РН, ХУБЕ, АТ 50. 此 时 ， 将 式 
(2-1) 变形 得 


所 以 向 量 B 一 定 能 由 向 量 组 4: aw ，a ，…，aw 线性 表示 . 下 面 证 明 表示 式 是 唯一 的 . 
‚78° 
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假设 存在 两 组 数 入 | А„, s, А, Уш, д, >, ш, ИЙЕ 
BEA æ +л;а,+---+Л mAn, В= ща HAH th Om, 
将 两 式 相 减 ， 得 
0=(А|-и,)е+(А›-ш,)е,+++( А Hn ) En, 
但 是 向 量 组 4: ау, о, +, а, RETK, ИДА, -щш=0, А,-ш›=0, +, А„-д„=0, 
ПАЛ Su, А =р, >, À, Sas 因此 表示 式 是 唯一 的 . 

例 6 CAEH a, a, a 线性 无 关 ， 向 量 组 a, aí, a, 线性 相关 , 证 明 : 向量 
a, НАЖА а, а, a, 线性 表示 . 

证 明 因为 向 量 组 w a, а 线性 无 关 ， 于 是 由 推论 3 知 ， 部 分 组 a, аз 也 线性 无 
Ж. 而 向 量 组 a,, a, a, 线性 相关 ， 于 是 由 定理 3 知 ， 向 量 a, 可 由 向 量 组 a, a 线性 
表示 ， 即 存在 一 组 数 k,，k3， 使 

а= К,а, +К;аз, 
从 而 有 
«„=0 + æ +к,а,+Е;а, 
ИП; 向 量 @ HHEH a, а, а, 线性 表示 . 
定理 4 KAWA n 维 向 量 组 
А Gy. Qy, S ал Верь Bos "> Bia 
如 果 向 量 组 w о, ---, а, НВ, B, +, В, 线性 表示 ， 并 且 s>:， 则 向 量 组 
а, 0, ++, а, 线性 相关 . 

证 明 要 证 明 a, a, e, а, 线性 相关 ， 只 需 证 明 方 程 组 ra +xzaz+…+xsas=0 有 
非 零 解 即 可 .因为 向 量 组 a, а, ，…，w, 可 由 向 量 组 B, В, +, В, 线性 表示 ， 所 以 存 
在 一 个 矩阵 K ， 使 得 

(ат, а, ++, а,)= (Ву, DB， В,) Кы, 
于 是 方程 组 xial +х,а,+-:-+ха, = 0 等 价 于 


Xl ы 
X2 #3 
хү@е+х@у++++х,е,=(е@ү, а, з, а,)| . |=(В,, В, ~, Be) Kol .|=0. 
x, x, 


Xl 
注意 到 ， 齐 次 线性 方程 组 Kx =0 中 方程 的 个 数 上 小 于 未 知 量 的 个 数 s， 从 而 必 有 


x, 


EFM, ВОЕНЕН k, k o, k. WE K| 2 |=0. 因此 


єй» 
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k, k, 0 

k, k, 0 
(Gs, Ws y @,) ‚ =(B1, В›, >, В,)К,„, А =(8,, В, v, B.) г =0. 

k, k, 0 


即 方程 组 ra tea tta =0 ҖАЕ k, k, =, k, MT aí, а, +, a, 线性 
相关 . 
推论 5 ШЕШЕ а, о, ，…，w, 可 由 向 量 组 B, В, ~, В, 线性 表示 ， 并 且 癌 
EH а, а, +, а, REER, M s< { 
推论 6 ”如果 向 量 组 wi о, ，…，w, УША В,, В,, +, B, 均线 性 无 关 ， 并 且 这 
两 个 向 量 组 等 价 ， 则 s=. 


习题 3-2 


1. 判断 下 列 命 题 是 否 正确 ， 正 确 的 给 予 证 明 ， 错 误 的 给 出 反例 . 
(1) 若 非 零 向 量 w ，a,，…，@a,, 中 任 一 个 向 量 均 不 能 由 其 余 向 量 线性 表示 ， 则 向 量 
Жа, а, ，…，a， 线性 无 关 ; 
(2) 若 向 量 组 wei о,, ，…，a， 线 性 相关 ， 则 向 量 a, 可 由 其 余 向 量 % ---, а, 线性 
KIR; 
(3) 若 向 量 组 ar, œ, a, 线性 无 关 ， 向 量 B Ha, о, a, 线性 表示 ， 回 量 8, 不 
能 由 ау, œ, а, 线性 表示 ， 则 向 量 组 w о, aí, B +B, 也 线性 无 关 ， 
(4) 如 果 有 不 全 为 零 的 数 k i, ka, 0e, Е, BHS 
Куа +0 +k nEn +ЕВү+кВу+ + B. = 0 
RL, Ша, а, =, а, 5, Bi, B2, s Ba 也 线性 相关 ; 
(SEHEH a, а, ·--, а, 线性 相关 ， 向 量 组 B , B2, +, B, 也 线性 相关 ， 则 存 
ТЕЛ 928892 ki, К), 0, km, 19149 
Ке tka +---+Е,а, =0 5) К.В,+68,+---+Е,8,=0 
同时 成 立 ; | 
(6) 若 向 量 组 w а, +, а, 线性 无 关 ， EHB, B2, 0, В, 线性 无 关 ， 则 向 量 
Жел, а, =, а, Ву, Bas s Bm 也 是 线性 无 关 的 . 
2. 判断 下 列 向 量 组 是 线性 相关 还 是 线性 无 关 . 

















1 2 0 2 3 6 
(1)ami = | «,=|0|, a,=|1|; amfa) l ‚ B= 中 
0 1 3 3 5 10 


3 6 9 7 
oma | „|| | | 
5 7 12 l 


3. Z B, =a +0, В, =0,+а,, B3=a; +04, B, =а+а, WERE В|, B,, Bs, B. 
. 80 - 
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是 线性 相关 的 . 
4. 已 知 向 量 组 


, а, = 


, 











а 2 
| ш, 
中 
当 a 取 何 值 时 ， 向 量 组 w; ，@,，@ 线性 相关 ? ` a 取 何 值 时 ， 向 量 组 el о, a, 线性 
无 关 ? 

5. 已 知 向 量 组 wl ，o ，…，a, (т22) 1205, B =a +a,, В, =о,+а,, з, Bm 
=e. - te ，B，=a+al， 讨 论 向 量 组 B В,, ，…，B， 的 线性 相关 性 . 

6. а, а, ，…，w, 是 一 组 nn 维 向 量 , 证明: 它们 线性 无 关 的 充分 必要 条 件 是 任意 
一 个 n 维 向 量 都 可 以 由 它们 线性 表示 . 
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[ 课 前 导读 ] 

我 们 知道 ， 线 性 方程 组 与 它 的 增 广 算 阵 有 一 一 对 应 的 关系 ， 增 广 和 矩阵 的 每 一 行 都 对 应 
着 一 个 方程 .通过 上 节 的 学 习 我 们 还 看 到 ， 当 增 广 和 矩阵 的 行 向 量 组 线性 相关 时 ， 这 个 线性 
方程 组 有 多 余 方程 ， 删 去 多 余 方程 并 不 影响 线性 方程 组 的 解 .。 那么 ,一 个 线性 方程 组 中 到 
底 会 有 多 少 个 多 余 方程 呢 ? 多 余 方程 的 个 数 由 什么 来 确定 ? 这 些 问 题 涉 及 我 们 这 一 节 要 讨 
论 的 内 容 : 向 量 组 的 秩 、 短 阵 的 秩 和 向 量 组 的 极 大 无 关 组 . 


一 、 向 量 组 秩 的 概念 


定义 1 БА 是 一 个 nn 维 向 量 组 ( 它 可 以 包含 无 限 多 个 向 量 )， 如 
果 在 4 中 取出 > 个 向 量 a, а, +, о, WER: 

(1) 向 量 组 w а, +, а 线性 无 关 ; 

(2) 对 于 4 中 任意 的 向 量 B， 向 量 组 wl о, ·--, a, Bp 线性 相关 . 
则 称 向 量 组 wa а, ---, о, 为 向 量 组 4 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ， 简 称 极 大 无 关 组 . 

由 极 大 无 关 组 的 定义 可 知 ， 向 量 组 4 中 任 一 向 量 都 可 由 它 的 极 大 无 关 组 线性 表示 . М 
之 ， 极 大 无 关 组 作为 向 量 组 4 的 部 分 组 ， 一 定 可 由 向 量 组 4 线性 表示 ， 因 而 向 量 组 4 与 
它 自 身 的 极 大 无 关 组 总 是 等 价 的 . 向 量 组 A 中 所 含 向 量 的 个 数 有 可 能 是 无 限 多 个 ， 但 是 它 
的 极 大 无 关 组 所 含 向 量 的 个 数 不 会 超过 向 量 的 维 数 ， 从 而 一 定 是 有 限 的 . 用 向 量 组 的 极 大 
无 关 组 来 代替 向 量 组 ， 会 给 我 们 的 讨论 带 来 极 大 的 方便 . 
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1 0 0 
0 1 0 

例 1 n 维 单位 坐标 向 量 组 E: el =| . | е,=| . |，…，e =| ,| 线性 无 关 ， 所 以 该 
0 0 1 


向 量 组 的 极 大 无 关 组 就 是 它 本 身 . 
“ЛИГ 
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2 l 4 
例 2 ЕНА: |) а, = | а; = 12 А [n] z а! Ej ео, 的 分 量 不 对 应 成 比 
3 2 7 











fl, Hæ, a, 线性 无 关 . 另外 ， 由 于 a =ai+2a ， 所 以 向 量 组 а, a, a, 线性 相关 . 
KIE, HEH а, a, 是 向 量 组 a, а, аз 的 极 大 无 关 组 . 

由 类 似 的 讨论 可 知 ， 向 量 组 a, a, EH а, a, 都 可 作为 向 量 组 ai а, as, 的 
极 大 无 关 组 . 也 就 是 说 ， 一 个 向 量 组 的 极 大 无 关 组 并 不 是 唯一 的 . 但 由 定义 可 以 看 出 ， 向 
量 组 4 与 其 任意 一 个 极 大 无 关 组 是 相互 等 价 的 ,由 辐 量 组 等 价 的 传递 性 可 知 ， 向 量 组 A 
的 任意 两 个 极 大 无 关 组 相互 等 价 ， 根 据 第 二 节 推 论 6， 向 量 组 4 的 每 一 个 极 大 无 关 组 所 含 
向 量 的 个 数 总 是 相等 的 . 于是， 我 们 引入 如 下 定义 . 

定义 2 向 量 组 4 的 任意 一 个 极 大 无 关 组 所 含 向 量 的 个 数 ， 称 为 这 个 向 量 组 的 秩 ， 记 
为 Ra. 

例如 ， 例 РОТЕ АСА АЕ К„=п, f|2 中 的 向 量 组 的 秩 R=2. 

如 果 一 个 向 量 组 只 含有 零 向 量 ， 则 它 没有 极 大 无 关 组 ， 此 时 我 们 规定 它 的 秩 为 零 

定理 1 等 价 的 向 量 组 有 相同 的 秩 . 

证 明 ”因为 每 个 向 量 组 都 与 它 的 极 大 无 关 组 等 价 ， 根 据 向 量 组 等 价 的 传递 性 ， 任 意 两 
个 等 价 的 向 量 组 的 极 大 无 关 组 也 等 价 . 于 是 由 第 二 节 的 推论 6 可 知 ， 等 价 的 向 量 组 有 相同 
的 秩 . 

例 3 证 明 : 一 个 向 量 组 线性 无 关 的 充分 必要 条 件 是 它 的 秩 等 于 它 所 含 向 量 的 个 数 . 

证 明 ”如 果 一 个 向 量 组 本 身 线性 无 关 ， 则 这 个 向 量 组 的 极 大 无 关 组 就 是 它 自身 ， 于 是 
它 的 秩 等 于 它 所 含 向 量 的 个 数 ; 若 一 个 向 量 组 的 秩 等 于 它 所 含 向 量 的 个 数 ， 则 这 个 向 量 组 
显然 是 线性 无 关 的 . 

例 4 ПЕНН. 任 一 nn 维 向 量 组 4 的 秩 R, < n. 

证 明 由 第 二 节 推 论 4 可 知 ，n+1 个 n 维 向 量 必定 线性 相关 ， 所 以 n 维 向 量 组 A 的 极 
大 无 关 组 中 所 含 向 量 个 数 不 能 超过 n 个， 即 Ry Sn. 


二 、 和 矩阵 秩 的 概念 


通过 第 一 章 的 学 习 我 们 知道 ， 任 一 矩阵 都 可 以 通过 初等 行 变换 化 
ЖЛ Е Е. 虽然 阶梯 形 和 矩阵 的 形式 不 唯一 ， 但 是 所 有 阶梯 形 和 矩阵 
中 所 含 的 非 零 行 的 行 数 都 相等 ， 这 个 非 零 行 的 行 数 是 由 矩阵 本 身 的 特 
性 所 确定 的 ， 德 阵 的 这 个 特性 ， 我 们 称 为 矩阵 的 秩 . 具体 定义 如 下 . 

定义 3 在 mxn EAF, ER k TE ky ksm, ksn), 位 于 这 些 行列 交叉 处 的 
所 个 元 素 ， 不 改变 它们 在 A 中 所 处 的 位 置 次 序 而 得 的 左 阶 行列 式 ， 称 为 矩阵 4 的 大 阶 
е. 

mx 和 矩阵 4 中 的 大 阶 子 式 共 有 Ch .Ct 个 . 

定义 4 设 在 矩阵 4 中 有 一 个 不 等 于 0 的 > 5 О, HWA r+1 阶 子 式 ( 如 果 存 在 的 
话 ) 全 等 于 0， 那 么 DD 称 为 矩阵 A 的 最 高 阶 非 零 子 式 ， 数 r 称 为 矩阵 4 的 秩 ， 记 作 R(A). 
并 规定 ， 零 矩阵 的 秩 等 于 0. 
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由 行列 式 按 行 ( 列 ) 展开 的 性 质 可 知 , 若 4 的 所 有 r+1 阶 子 式 全 等 于 零 ， 则 所 有 高 于 
r+1 阶 的 子 式 也 全 为 0， 因此 ，r 阶 非 零 子 式 Р 被 称 为 最 高 阶 非 零 子 式 ， 而 矩阵 4 的 秩 
R(4) 就 是 非 零 子 式 的 最 高 阶 数 ， 由 此 可 得 ， 若 矩阵 4 中 有 某 个 阶 子 式 不 为 0， 则 RCA) 
=k; HEREA 中 所 有 上 天 阶 子 式 全 为 0， 则 R(A)<k. 

对 于 nn ПАРЕА, УА 的 n 阶 子 式 只 有 一 个 |4|， 所以， 当 |4 |70 8, К(А)= п, 
`4|A|=0BF, R(A)<n. 从 而 可 道 和 矩阵 的 秩 等 于 它 的 阶 数 ， 而 不 可 道 和 矩阵 的 秩 小 于 它 的 阶 
Ж. 因此 ， 可 逆 和 矩阵 又 称 为 满 秩 和 矩阵 ， 不 可 道 矩阵 又 称 为 降 秩 和 矩阵 . 

515 证 明 : 矩阵 4 的 秩 与 它 的 转 置 矩 阵 AT 的 秩 相等 

证 明 由 于 矩阵 47 的 子 式 都 是 矩阵 4 的 子 式 的 转 置 ， 根 据 行 列 式 与 其 转 置 行列 式 相 
等 这 一 性 质 ， 得 到 R(A)= R(A'). 








1 “L233 
例 6 求 矩 阵 4=|-1 2 0 1 | 的 秩 . 
б 3.2 4 
解 矩阵 4 没有 4 阶 子 式 ， 它 的 所 有 3 阶 子 式 为 
f= J l 1.8 1, 2293 1 5.8 
-1 2 0|=0, j-i 2 1|е0, tal © 1-0, 12 0 1-0, 
0: 3 2 0 3 4 01 "2 4 3 2: 4 


























而 4 中 有 一 个 非 零 的 2 阶 子 式 





La, 1 
; ,| 320, А HER R(A)= 2 
_3 
= 


2 4 4 
0 1 
0 0 0 
Ü 0 0 


=] 


例 7 ЖЖ B= 的 秩 . 


5 
3 
0 4 
0 0 

解 EBE B EDITAE ЕР:, ЗЕТА З, AM B 的 所 有 4 阶 子 式 全 为 0. 
而 B 中 存在 一 个 3 阶 非 零 子 式 








2 -3 5 
0 -2 3|==16¥0, 
0 0 4 
于 是 R(B)= 3. 
三 、 和 矩阵 秩 的 求法 


对 一 般 的 矩阵 而 言 ， 当 和 矩阵 的 行 数 与 列 数 较 高 时 ， 按 定义 求 秩 是 一 件 很 麻烦 的 事情 
但 是 从 例 7 可 以 看 到 ， 按 定义 求 阶梯 形 和 矩阵 的 秩 则 比较 简单 . 并 且 阶 梯形 矩阵 的 秩 刚 好 等 
于 它 的 阶梯 数 ， 也 可 以 通过 数 阶 梯 数 来 给 出 矩阵 的 秩 ， 而 我 们 在 第 一 章 曾 指出 ， 任 何 和 矩阵 
都 可 以 通过 初等 行 变换 化 为 阶梯 形 和 矩阵 . 如 果 初 等 行 变 换 不 改变 矩阵 秩 的 话 ， 我 们 就 找到 
了 一 个 求 矩 阵 秩 的 好 方法 . 事实 上 ， 确 实 有 这 样 的 结论 . | 

定理 2 EERU ITERAR, ШЖ АЕВ, MU К(А)=К(В). 

证明” ЛЕШЕВЕ A 通过 一 次 初等 行 变换 变 为 矩阵 B， 有 R(A)= R(B). 

«Ж 
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BIERE A EH r, DEEA 中 的 7 АРА, ЭНЕ В 的 秩 为 上 


(1) 若 4 3B, WIZ B 中 总 能 找到 与 D 相对 应 的 r 阶 子 式 D,，D,=D 或 D,=-D, 因 


此 р, 0, Am >r. 另 一 方面 ， 若 矩阵 4 通过 一 次 初等 行 变换 变 为 矩阵 В, ДРЕ В 28 
过 一 次 初等 行 变换 变 为 矩阵 A， 同样 的 讨论 可 知 r=t， 所 以 К(А)=г=:=К(В). 


(2) 若 A 一 3B， 则 在 B 中 总 能 找到 与 D 相对 应 的 r 阶 子 式 ру, D. =DE D =kD , W 
此 р, #0, Am t>r. 与 (1) 同 样 的 讨论 可 知 R(A)= R(B). 


(3) 若 4 ка 分 两 种 情形 讨论 : 
中 如 果 非 零 子 式 忆 不 包含 4 中 的 第 i 行 ， 则 在 B PRERE г NERD, р = 了 


@ 如 果 非 零 子 式 忆 包含 4 中 的 第 i 行 ， 则 在 B 中 能 找到 与 D 相对 应 的 + 阶 子 式 D, 


H Di 的 第 i 行 是 两 个 数 之 和 的 形式 ， 按 照 行列 式 的 拆 分 性 质 ，D| 可 以 写成 两 个 行列 式 之 
和 ， 即 


D= aip tkaj, ... а tka; 


ар, | =D+kD,, 




















如 果 非 零 子 式 D 包含 4 中 的 第 j 行 ， 则 D,=0, р, =D=0. 如果 非 零 子 式 D 不 包含 4 中 的 
BIT, 1р, 也 是 B 中 的 r 阶 子 式 ， 并 且 由 Dj-kD;,=Dz 关 0 ЖП] D, 与 D, 不 同时 为 零 ， 所 以 
ТЕ В 中 定 能 找到 非 零 的 r 阶 子 式 ， 从 而 1 三 r. 另 一 方面 ， H B A 以 及 同样 的 讨论 可 知 
=t, Ш R(A)=r=t=R(B). 

经 过 一 次 初等 行 变换 不 改变 矩阵 的 秩 ， 则 经 过 有 限 次 初等 行 变换 也 不 改变 矩阵 的 秩 . 

АЖЕН: А 实施 初等 列 变换 变 为 矩阵 吾 ， 相 当 于 对 矩阵 AT 实施 初等 行 变换 变 为 矩阵 
BT， 又 由 例 5 知 R4)=RC4T)，R(CB)=RCBTI)， 所 以 对 矩阵 4 实施 初等 列 变换 变 为 矩阵 
B, 仍旧 有 R(A)= К(В). 于 是 ， 定 理 2 可 以 进一步 地 叙述 如 下 . 

定理 3 和 矩阵 的 初等 变换 不 改变 矩阵 的 秩 ， 即 车 A~B， 则 R(4)= R(B). 

3 0 -2 -1 3 


例 8 求 矩 阵 4=| ”一 | 2 "| 的 秩 
1 


3 0 -2 -1 Зүү O 1 4 11) Qu 1 

п з 2 U |b ер S 22 Wy 0 < 2.3. =] 
解 A= 一 > 

to Detel El Ча 0 2 A 3 @ Орта 2) 0 

2: =2 T 6р y лей 2 8 О. 2 нт, яд 

oo 1. =. 1 

Dirk A 9 3 

—> 
0.0 -5 2 0 
Ox O K 0 0 0 


所 以 4 的 秩 R(A)= 3. 
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四 、 向 量 组 的 秩 与 矩阵 的 秩 的 关系 


本 章 第 一 节 的 例 2 告诉 我 们 ， 一 个 mxn Ж: 


T 
Ci aiz Ain 1 
Qa CS =E Чо 2 
А= . Е =(а, а, ат а,)= А (че 
Amt Am ` Gan В! 


XW АЧА, — УА ВТ, ВІ, e, ВТ, DEI а, о, ---, G. 
那么 ， 行 向 量 组 的 秩 、 列 向 量 组 的 秩 以 及 和 矩阵 的 秩 三 者 之 间 有 什么 关系 呢 ? 下 面 的 定理 给 
了 我 们 答案 . 

定理 4 和 矩阵 的 行 向 量 组 的 秩 与 它 的 列 向 量 组 的 秩 相 等 ， 都 等 于 矩阵 的 秩 . 

证 明 ” 设 矩 阵 由 式 (3-1) 给 出 ， 和 矩阵 4 的 行 向 量 组 的 秩 记 为 Rows IEE A 的 列 向 量 组 
的 秩 记 为 R,,,， 我 们 先 证 明 Ro ERCA). 

Ў К(А)= г, ДЕА 中 存在 一 个 上 阶 子 式 不 为 零 ， 而 所 有 阶 数 大 于 7r 的 子 式 全 为 零 . 
不 妨 设 和 矩阵 4 的 前 > 行 、r 列 构成 的 -~ 阶 子 式 是 非 零 子 式 ， 即 














Gi а\, 
D = |: #0. 
Cri "аг 
下 面 我 们 证 明和 矩阵 4 的 前 7 个 列 向 量 就 是 矩阵 4 的 列 向 量 组 的 一 个 极 大 无 关 组 ， 从 而 
# Ru =R(A). 
H 
Фи tj 
: #0 
а, а, 
知 齐 次 线性 方程 组 


=0 ( 3:22) 





а, 


j 
: (j=1, 2, каа 
ж, 


只 有 有 零 解 ， 因 而 向 量 组 w= 





Gl 412 a, 
: Xl 
a а а x 
rl r2 rr 2 
2 1-0 (3-3) 
Qr+l,1 G,+1,2 айыт : 
: : ; x, 
ami айм? Amr 
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的 解 一 定 是 方程 组 (3-2) 的 解 ， 由 方程 组 (3-2) 只 有 零 解 可 知 ， 齐 次 线性 方程 组 (3-3) 一 
QT 
: |(j=1，2，…, 7) 的 每 个 向 量 填 加 若干 分 量 所 得 
N 
的 向 量 组 w a,, ---, а, 也 线性 无 关 . 

接 下 来 证 明和 矩阵 4 的 每 一 个 列 向 量 w,(E=1，2，…，m) 均 可 由 al о, ~, а, 线性 
Жел. 

4 1<k<r it, 显然 @ THa, о, ---, a, 线性 表示 . "4 r+1<k=n 时 ， 构 造 矩阵 


定 也 只 有 零 解 ， 所 以 ， 由 向 量 组 = 





Ф ml 
@g т G. еу 
` sisi 
A =(e,, a а,, а, ) = 
ami e An аш 


显然 ,4' 中 的 所 有 子 式 均 是 4 中 的 子 式 . 从 而 4' 中 存在 一 个 不 为 零 的 r 阶 子 式 D,， 所 有 
r+1 阶 子 式 均 为 零 ， 因 此 К(А')=т. 考虑 齐 次 线性 方程 组 


а ° G, ау X1 
Go! а, ах ^2 

Ç =0, (3-4) 
а п] езе Amr а mk Xr+l 


对 系数 矩阵 4' 实 施 初等 行 变换 化 为 简化 阶梯 形 和 矩阵 RR， 则 R 中 第 一 个 非 零 元 的 个 数 是 7， 
小 于 未 知 量 的 个 数 r+1. 根据 第 一 章 第 三 节 中 关于 线性 方程 组 的 解 的 讨论 可 知 ， 齐 次 线性 
方程 组 (3-4) 一定 有 非 零 解 ， 从 而 向 量 组 @; =, a, а, 线性 相关 ， 由 第 二 节 的 定理 3 得 
a, 可 由 æ, о, =, а, 线性 表示 . 

由 以 上 的 讨论 可 知 ， 向 量 组 о, =, а, 就 是 矩阵 4 的 列 向 量 组 的 一 个 极 大 无 关 组 ， 
MMA Кы=г=Ё(А). 由 于 和 矩阵 4 的 行 向 量 组 是 矩阵 47 的 列 向 量 组 ， 所 以 有 Rou = 
К(АТ)= К(А). 

定理 4 给 出 了 一 个 求 向 量 组 的 秩 的 方法 : 以 所 给 的 向 量 组 w а, +, а, 为 列 构造 
矩阵 4=(al，om，…，a, ) ， 对 和 矩阵 4 实施 初等 行 变换 化 为 阶梯 形 和 矩阵 如 ， 则 根据 和 矩阵 B 
的 阶梯 数 给 出 矩阵 A 的 秩 ， 从 而 给 出 向 量 组 gq; а, ---, а, 的 秩 . 车 进一步 将 矩阵 B 化 
为 行 最 简 形 矩阵 

R=(PBi, Bs, “t Pals 
则 向 量 组 w œ, ---, а, 与 向 量 组 B,，B,，…， В, 有 相同 的 线性 相关 性 ， 从 而 可 以 根据 向 
量 组 B|，pB,，…， В, 的 极 大 无 关 组 给 出 向 量 组 о, а, ---, а, 的 极 大 无 关 组 ， 并 给 出 不 属 
于 极 大 无 关 组 的 向 量 由 极 大 无 关 组 线性 表示 的 表示 式 . 我 们 以 例题 来 说 明 具体 的 求解 过 程 . 
例 9 求 向 量 组 


1 -1 5 -2 2 
2 -1 1 

бы 3 а = -3 а = 15 а4 = -6l а; = 5 
0 1 -10 5 -4 
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的 秩 和 一 个 极 大 无 关 组 ， 并 把 不 属于 极 大 无 关 组 的 向 量 用 极 大 无 关 组 线性 表示 . 
# ФИА А=(а\, а, as, а, Gs), ХНА 实施 初等 行 变换 化 为 行 最 简 形 矩阵 R 
Erh S5: =2 2 L =. ж. =2х (2 


А =(@j, 2, а, ац, Gs)= ко, l 0 _ 9 1 ¿= Ж о 4 
| ` |3 -3 15° -6 5 оо ооч 
0 1 -10 5 -4/ (0 1 -10 5 -4 
10 -5 зо 
0 1 -10 5 0 
myg бл =(B1, В, Вз, B4, Bs)=R, 
оо о оо 
1 0 0 
H КОК) = З 可知 R(A)=3.R 中 的 3 阶 非 零 子 式 为 |0 1 0|=10, FAB, В,, В; 是 
0 0 1 








R 的 列 向 量 组 的 极 大 无 关 组 ， 且 
pB3=-581-1082+0 - B5, В, = ЗВ, +58,+0 Bs. 
由 于 向 量 组 wa о, аз, о, а; УША В,, В,, B3, Ba, Bs 有 相同 的 线性 相关 
性 ， 所 以 gl ，a а, EHEH a, о, оз, a, а, 的 极 大 无 关 组 ， 且 有 
a, =-5æ -10@,+0 · æ;, о = За +5а,+0 · as. 
МЭ h УЕНГА, A m 个 方程 n 个 未 知 量 的 线性 方程 组 4,,x=B 的 增 广 矩阵 的 秩 
R(4)<m， 则 增 广 矩 阵 的 行 向 量 组 线性 相关 ， 此 时 线性 方程 组 就 有 多 余 方 程 . 将 增 广 矩 阵 的 
行 向 量 组 的 极 大 无 关 组 找到 后 ;不 属于 极 大 无 关 组 的 行 向 量 所 对 应 的 方程 就 是 多 余 方 程 . 

















习题 3-3 
1. 求 下 列 向 量 组 的 秩 及 一 个 极 大 无 关 组 ， 并 将 不 属于 极 大 无 关 组 的 向 量 由 极 大 无 关 
组 线性 表示 : 
1 1 =3 =1 1 
oaza] а, = e " | ‚ 25 = I 
1 2 -9 =8 =. 
1 l 2 l 2 
1 =] + 1 0 
(2) ai = gl а, = 3 |» а; = _1 |” а; = 27? а; = | 
2 =] 5 0 1 
2. 求 下 列 和 矩阵 的 秩 : 
1111-1 
Ë = 0 =} 
ü 2 153 =< 1 
oo š j (DBs| ри 
4 3 5 =] 28 
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3. ЕЖА, BEE mxn ЯЕ, FE т 阶 可 逆 和 矩阵 己 及 于 阶 可 逆 矩 阵 Q@， 使 得 РАО = 
B, 证明: R(A)=R(B). 
4. 从 矩阵 4 中 划 去 一 行 得 到 矩阵 召 ， 那 么 R(A) 与 R(B) 会 有 怎样 的 关系 ? 
5. 已 知 向 量 组 4: ау, @, а, a, НЕК, =3, HEH В: ал, о, оз, а; КК = 
4, 证 明 : 向 量 组 C: a, a, аз, ал, а; 的 秩 Rc =4. 
6. В, =а,+а,+-::+а,, В, =а+о,+---+а,, +, В, =а+а+---+о, у, 证明: 向 量 组 
Bi, В, ``, В, 与 向 量 组 w а, 0, а, 的 秩 相 等 . 
7. 设 4 Ж n ЭШ (п>®2), А* Æ A 的 伴随 矩阵 ， 证 明 : 
п, R(A)=n, 
R(A*)=;1, R(A)=n-1, 
0, А(А) =п-2. 
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[ 课 前 导读 ] 

在 第 一 章 的 第 三 节 中 ， 我 们 已 经 讨论 了 非 齐 次 线性 方程 组 的 解 与 它 的 增 广 和 矩 阵 之 间 的 
关系 ， 以 及 齐 次 线性 方程 组 的 解 与 它 的 系数 矩阵 之 间 的 关系 . 在 第 四 节 中 ， 我 们 首先 利用 
和 矩 阵 的 秩 这 个 概念 来 重新 表述 非 齐 次 线性 方程 组 的 解 与 它 的 增 广 矩 阵 、 齐 次 线性 方程 组 的 
解 与 它 的 系数 和 矩阵 之 间 的 关系 ; 然后 给 出 线性 方程 组 的 解 的 结构 ， 也 就 是 当 线 性 方程 组 有 
多 个 解 时 ， 解 与 解 之 间 的 关系 . 


一 、 线 性 方程 组 有 解 的 判定 定理 


设 有 元 非 齐 次 线性 方程 组 
ауху+аууху+++ау„х„ =b, 
азі #0299 t: Haan „^з, (4-1) 

mitj tantat +G X, =b, 
KZREN EB НА BE IP ГЕ EA 
А= (а, а, ``, Wy) s А=(а\, а, с, а, В), 
其 中 
b, 


对 增 广 矩 阵 生 实施 初等 行 变 换 ， 化 为 行 最 简 形 和 矩阵 R, HIRDE, Kiii Е у 
. 88 . 
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0 9 а nl ain d, 
0 l 0 аз + ал 4, 
Ё= 0 0 1 G і аһ 4, 


© © 
© © 
è С © 
о о 
о о 
a 

° 于 


0 0 sisa 0 0 19% 0 0 
R 的 前 n 列 就 是 系数 矩阵 的 行 最 简 形 . 于 是 ， 线 性 方程 组 (4-1) 无 解 的 充分 必要 条 件 是 R 
的 第 一 个 非 零 元 出 现在 及 的 最 后 一 列 ， 即 d,,, 关 0， 此 时 К(А)=г, КОА) = г+1. 而 线性 
方程 组 (4-1) 一 定 有 解 的 充分 必要 条 件 是 R 的 第 一 个 非 零 元 不 出 现在 及 的 最 后 一 列 ， 即 
d,,1=0， 此 时 R(A)=R(A). 且 当 R(4)=R(A)=n 时 ,及 的 第 一 个 非 零 元 的 个 数 等 于 未 知 
量 的 个 数 ， 从 而 线性 方程 组 (4-1) 有 了 唯一 解 ， 当 К(А)=К(А)=г<п 时 ,第 一 个 非 零 元 的 
个 数 小 于 未 知 量 的 个 数 ， 线 性 方程 组 (4-1) 有 无 穷 多 解 . 因此 ， 利 用 系数 矩阵 和 增 广 矩阵 
的 秩 ， 我 们 可 以 将 第 一 章 第 三 节 中 命题 重新 叙述 如 下 . 
定理 1 (1) 线 性 方程 组 (4-1) 无 解 的 充分 必要 条 件 是 А(А) <К(А); 
(2) 线 性 方程 组 (4-1) 有 人 解 的 充分 必要 条 件 是 R(A)= R(A), 且 当 R(A)= 

К(А)= п 时 有 唯一 解 ， 当 R(A)= К(А)= r<n 时 有 无 穷 多 解 . 

аүху+аууху++ау„х„=0, 

аз ху tan Xat +азџх, = 0, 


(4-2) 


amii tamate +a, x, = 0, 
可 以 看 成 是 线性 方程 组 (4-1) 当 常 数 b =b, = =bn =0 时 的 特殊 情形 ， 所 以 对 齐 次 线性 方 
程 组 的 解 与 系数 矩阵 的 秩 之 间 的 关系 ,我们 有 : 
定理 2 (1) 线 性 方程 组 (4-2) 只 有 零 解 的 充分 必要 条 件 是 R(4)= п; 
(2) 线 性 方程 组 (4-2) 有 非 零 解 的 充分 必要 条 件 是 R( A)= г<п. 
将 定理 1 推广 到 矩阵 方程 ， 做 这 样 的 推广 还 可 以 为 以 后 的 讨论 带 来 便利 . 
定理 3 EENE AX=B 有 解 的 充分 必要 条 件 是 R(A)= R(A, B). 
证 明 设 A 为 mxn EE, В 为 mx ЖЕЕ, XH nxt EE. K X ЯП B 按 列 分 块 ， 记 为 
X= lE Ws + %,)› ВЕ, Bis +, Bahs 
MEENTE АХ=В 等 价 于 1 个 向 量 方程 
Ax;=B:(j=1, 2, =+, t). 
又 设 R(A)=r， 且 4 的 行 最 简 形 为 4， 则 A 有 7 个 非 零 行 ， 且 4 的 后 m-r 行 全 为 零 ， 再 对 
分 块 矩 阵 (4, 妃 ) 实 施 初等 行 变换 


(А, B)= (A, В\, B2, "ө В,}-(А, B... Ё. Жу 应 )， 
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TE 
(A, B) ~ (QG, B)G=1, 2, =, t). 
因此 ， 由 定理 1 可 得 
和 矩阵 方程 АХ-=В #f#kcoAx =B (j= 1, 2, =, H 
SOR(A, B;)=R(A)(j=1, 2, =, t) 
af (/=1, 2, =, t) н m-r ATENE 


eli, Ba, >>, B,) 的 后 m-r 行 全 为 零 

SR(A, В)=г=К(А). . 
-1 1 0 
|: ТО 
2 0 1 


， 证 明 : 向 量 组 4: ау, œ, а 和 向 量 组 p: В,, В,, Ba 等 价 . 


1 
Z 


1 
例 1 已 知 向 量 组 4: || æ, = 
5 











1 
0 
1 

证 明 令 和 矩阵 4=(aw，mom，m),， В=(В,, B2, B3). 要 证 明 向 量 组 A: а, о, as 
和 向 量 组 B: В,, B2, B 等 价 ， 只 需 证 明和 矩阵 方程 4X=B Уу ВҮ=А 均 有 解 ， 也 就 是 要 证 
ВН К(А)=К(А, B)H R(B)= К(В, А). W R(A, B)=R(B, А), TÆR WEH R(A)= 
R(B)=R(A, В) BITI. 


Вз = 




















由 
1 -1 1110 Ñ Йй —1 1]1 0 1 
(A. B)= (a), а; а Bis: Bo B=| 0 2 э-н i 23 1% 
= жол 4 0 4106 Ó 2 
HJA R(A)=R(A, B)= 3, УУКТАН ИЕ B 的 秩 得 R(B)= 3， 所 以 这 两 个 向 量 组 


等 价 . 
下 面 ， 我 们 用 向 量 组 理论 依次 讨论 齐 次 线性 方程 组 和 非 齐 次 线性 方程 组 的 解 . 


二 、 齐 次 线性 方程 组 解 的 结构 
将 齐 次 线性 方程 组 (4-2) 写成 


其 中 
4=(al， G), «= : (1<у<л), х= 


如 果 ху =k, х=, +, х, =, 是 方程 组 (4-2) 的 解 ， 则 向 量 
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称 为 方程 组 (4-2) 的 解 向 量 ， 也 称 为 4x=0 的 解 . 记 方 程 组 (4-2) 的 解 向 量 的 全 体 所 成 的 
集合 为 S$， 即 
S=(£|A£=0), 
我 们 来 讨论 方程 组 (4-2) 的 解 向 量 的 性 质 ， 以 及 向 量 组 S 的 秩 和 极 大 无 关 组 . 
性 质 1 е, В У Ах=0 的 任意 的 两 个 解 ， 则 а+8 仍 为 4x=0 的 解 . 
证 明 Ha, B 均 为 4x=0 的 解 ， 有 4a=0，48 =0， 于 是 
A(a+B)= Aa+AB =0+0=0, 
所 以 «+8 仍 为 Ах=0 的 解 . 
性 质 2 设 a 为 Ax=0 的 任意 解 ， 则 对 任意 实数 上，ka 仍 为 Ах= 0 的 解 . 
证 明 由 a 为 Ax=0 的 解 ， 有 Aa=0. 于 是 对 于 任意 数 上 ， 有 
A(ka)=k(Aa)=k0=0, 
所 以 ka 150) Ax = 0 的 解 . 
由 性 质 1、 性 质 2 ЯЙ, та, a, +, а, 都 是 齐 次 线性 方程 组 4x=0 的 解 ， 则 对 于 
任意 一 组 数 ki, ka, ---, k, REHE 


Ка th +=: +k,æ, ез) 


仍 为 Ax=0 的 解 . 因此 ， 在 Ax=0 有 非 零 解 的 情况 下 ， 如 果 向 量 组 we а, з, е, 是 解 集 
5 的 极 大 无 关 组 ， 则 表达 式 (4-3 ) 称 为 方程 组 (4-2) 的 通 解 . 

齐 次 线性 方程 组 的 解 集 S 的 极 大 无 关 组 称 为 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 . 若 Ax=0 有 
非 零 解 ， 只 要 知道 了 基础 解 系 ， 就 可 以 给 出 齐 次 线性 方程 组 的 通 解 . 下面 的 定理 说 明了 有 
非 零 解 的 齐 次 线性 方程 组 基础 解 系 的 存在 性 ， 定 理 的 证 明 给 出 了 一 个 具体 求 基 础 解 系 的 
方法 : 

定理 4 i mxn EREA ЮК К(А) = г<п, 1] 元 齐 次 线性 方程 组 4xz=0 一 定 有 基础 解 
系 ， 并 且 基 础 解 系 中 所 含 向 量 的 个 数 为 mw-r， 从 而 解 集 5 的 秩 R;=n-r. 

证 明 h THER A 的 秩 R(4)= r<naz， 为 了 书写 方便 ， 不 妨 设 抢 阵 4 的 前 7 个 列 向 量 线 
性 无 关 ， 于 是 4 的 行 最 简 形 和 矩阵 具有 形式 : 


1 0 ... 0 Сут+1 ++ Gij 
0 1 тШ 0 C2,r+l БЫ 
В = 0 0 ... 1 С, +1 ... 人 
0 0 saa 0 0 ә» 0 
0 0 0 0 0 


Ж R 对 应 的 方程 组 为 
. 9] >» 
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XI 十 C1,r+1Xr+I 十 十 Cln „=0, 
X2 十 C2 ,r+1Xr+l 十 "十 C2n „^0, 
X, tC, r+i%r+l Heete nin =0. 
KEE R 的 非 零 行 的 第 一 个 非 零 元 对 应 的 未 知 量 看 成 固定 未 知 量 ， 留 在 等 号 的 左 端 ， 
其 余 的 未 知 量 看 成 自由 未 知 量 ， 放 在 等 号 右 端 ， 上 面 的 方程 组 写 为 


X| = C| +106177 Ср, › 
5 аа aa 
2 2,г+1 1 2 (4-4) 
Mr 二 一 Cr,r+1Xr+1 一 一 CrnXn。 
X,+1 
X,,2 
令 | .| 分 别 取 
x, 
1 0 0 
0 1 0 
0 0 0 
: (4-5) 
0 0 0 
0 0 l 
共 rn 一 个 
代入 方程 组 (4-4) ， 相 应 地 有 
Ж\ 一 Cl1,r+l 一 Cl,r+2 Cin 
а * | 65.84 一 C2,r+2 с 
x, 一 Cr,r+1l 一 Cr,r+2 Сд 
于 是 ， 得 到 п-г 个 解 向 量 
ТС +1 一 Cl1,r+2 Cin 
一 C2,r+l 762 r42 — Con 
Cr + 一 Cr r+ С, 
g= sas £ ш б. 
1 0 0 
0 1 0 
0 0 1 


PARMERHEH g, ё,, +, En Dii п 元 齐 次 线性 方程 组 Ax=0 的 基础 解 系 . 
ATHE, é, 0, &, TERERAA (4-5) 中 的 mr 个 向 量 分 别 添 加 了 个 分 量 
a 
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后 所 得 到 ， 而 表达 式 (4-5) 中 的 n-r 个 向 量 线 性 无 关 ， 从 本 章 第 三 节 定 理 4 的 证 明 可 知 ， 
HE é, é, ---, éE BERETA. Ae, ЯШЕН: 齐 次 线性 方程 组 的 任 一 解 向 量 


都 可 由 专 ，#，。，…，#,_, 线 性 表示 . 
假设 n 元 齐 次 线性 方程 组 Ax=0 的 任 一 解 向 量 为 


kı 
k; 
TI 
k, 
则 ki, ka, +, К„—)ЕФЇЙ Л ЁЁ (4-4), BI 
bi ==0 pgka Cinkas 
k;==c ыйы" Cankan 


k; E 一 


тп" 

kı “Er ihr Cl, = Ci ri? Cin 
kz =62 pri krsi К, С. +1 C2 +2 Gg 
Ё 6 i 

r rrpl tl т'“п С...) С.д є. 

7 = L = k =Ё ,1 +Ё› + +k, 

г+1 r+1 1 0 
k... К) 0 1 0 
k k 0 0 l 


DRED, {ЕЁ—Ж#ША q АН £, ， 纪 ，…， 专 一 线性 表示 为 
NEk, Š th tt" +h 
所 以 向 量 组 &1 ，é&，,，…，&,_, 就 是 nn 元 齐 次 线性 方程 组 Ax=0 的 基础 解 系 . 
Xi + 8,4. Xa -2х;=0, 
例 2 求 齐 次 线性 方程 组 $2xj+2xs+ x3+2x4-3xs=0， 的 基础 解 系 . 
хү+ xst+3x3—4x4—4xs=0 
解 ” 对 系数 矩阵 A 实施 初等 行 变换 ， 化 为 行 最 简 形 矩阵 К: 
l L 1 0 =2y {й д EDT oN aO з=] 
а 212 [= 910-07 1 =2 1] 


0 0 -tk ni 
l 1 3 -4 -4J 1000: 2 —4 -2/ \0 0 0 0 0 
由 于 R(4)= 2<5， 所 以 该 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 . R 对 应 的 方程 组 为 














行 最 简 形 矩阵 R 的 第 一 个 非 零 元 在 第 1 列 和 第 3 列 ， 所 以 自由 未 知 量 为 za ，x4 Xs. 


将 自 


„03. 
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由 未 知 量 移 至 等 号 右 端 ， 有 


|" = =%5—2®4+%, (4-6) 


X3 三 2X4+X5， 


分 别 取 


代入 方程 组 (4-6) ， 依 次 得 


从 而 基础 解 系 为 
=] =2 1 
1 0 0 
&1=| 0 =| 2 |, ё©з=|1 
0 1 0 
0 0 1 
原 方程 组 的 通 解 为 


х=Ёёү+Ё)&,+ЕЁ;$;. 
三 、 非 齐 次 线性 方程 组 解 的 结构 


最 后 我 们 来 讨论 元 非 齐 次 线性 方程 组 (4-1) 的 解 . 将 非 齐 次 线性 方程 组 (4-1) 写成 
Ах=В. 
如 果 系 数 矩 阵 4 不 变 ， 将 常数 项 列 向 量 B 换 成 零 向 量 0， 得 到 一 个 n 元 齐 次 线性 方程 组 
Ax=0. 
这 样 得 到 的 齐 次 线性 方程 组 称 为 非 齐 次 线性 方程 组 的 导出 组 . 
性 质 3 1, m E Ах=8 WEEN, W E-n 是 导出 组 Ах=0 的 解 . 
证 明 因为 &, n 是 Ax=B 的 任意 两 个 解 ， 即 : 4E=B，47=B， 所 以 
А(2-0)= А&-Ат=В-В=0, 
即 : а-В 是 导出 组 Ax=0 的 解 . 
性 质 4 j £ 是 Ax=B 的 任意 解 ，n 是 导出 组 Ax=0 ERM, W 2+0) 是 AxB 的 解 . 
证 明 由 题 设 可 知 ，4E=B，47=0. 于 是 
A(š+m)= А&+Ат=В+0=6В, 
ИП; £+m 是 Ax = B 的 解 . 
由 此 可 见 ， 非 齐 次 线性 方程 组 4x =B 的 解 与 其 导出 组 Ax = 0 的 解 之 间 有 着 密切 的 联 
Ж. 我 们 有 下 面 的 定理 . 
定理 5 WR q 是 非 齐 次 线性 方程 组 Ах=В 任意 给 定 的 一 个 解 (通常 称 为 特 解 ) £, 


TE 


第 四 节 ”线性 方程 组 解 的 结构 


£,, +, £ ,是 其 导出 组 Ах=0 的 一 个 基础 解 系 ， 则 非 齐 次 线性 方程 组 Ax =B 的 通 解 可 以 
表示 为 

xk tkt th +. (4-7) 
AP, ki, ka, +, 天 -是 任意 实数 

证 明 ”由 性 质 4 п, ké tké ttk, E +m 确实 是 非 齐 次 线性 方程 组 4x = 的 
解 ， 下 面 我 们 证 明 Ах=8 的 任 一 解 都 可 以 写成 式 (4-7) 的 形式 . 

设 y 是非 齐 次 线性 方程 组 Ax=B 的 任 一 解 ， 则 由 性 质 3 可 知 ，y-n 是 导出 组 Ax =0 的 
解 ， 从 而 可 由 Ax=0 的 基础 解 系 线性 表示 ， 即 存在 一 组 数 证， 已 ，…, 大， ， 使 得 

у-п=Кё,+Еёу+ ++, £... 
因此 
Y= thks te th Et 

推论 在 非 齐 次 线性 方程 组 Ax=B 有 解 的 情形 下 ， 解 唯一 的 充分 必要 条 件 是 它 的 导出 
组 4x=0 RAE. 

证 明 (充分 性 ) 假 设 方程 组 4x=B 有 两 个 不 同 的 解 ， 则 这 两 个 解 的 差 就 是 导出 组 
Ax=0 的 一 个 非 零 解 ， 与 导出 组 Ax=0 只 有 零 解 矛盾 . 所 以 由 导出 组 Ах=0 只 有 和 零 解 ， 可 
得 方程 组 Ax=B 有 唯一 解 . 

(必要 性 ) 设 非 齐 次 线性 方程 组 4r=B 有 唯一 解 了 ， 假 设 导出 组 Ax=0 AERE у, W 
yin 是 方程 组 Ax =B 的 异 于 7 的 男 一 个 解 ， 这 与 方程 组 4x=B 有 唯一 解 矛 盾 . 所 以 导出 组 
Ax=0 只 有 零 解 . 

X Xz F2w Í 274 = L; 
+ %+2ху=-1, 

例 3 求 非 齐 次 线性 方程 组 的 通 解 . 

x1—X2+5x%3—2x4=1, | 
х|+ху+4ху+2х =—1 


解 ” 对 该 线性 方程 组 的 增 广 矩 阵 实 施 初等 行 变 换 ， 得 


ї'=] 2 -2 1 1 -1 2 -2 1 1.0 3 0 0 
> 10 + L 2 =l o W d. 2. =1 O. 1 W @ -abl > 
р. = > —» =. 
2.1.09 „2-1 M 0 10 y= оооо о 
Т т <+ Ж =] 0 2 2 4 = 0 0 O Qro 
由 于 R(4)=R(4)= 2<4， 所 以 该 方程 组 有 无 穷 多 解 . 行 最 简 形 矩阵 R 的 第 一 个 非 零 元 在 
第 1 列 和 第 2 列 ， 所 以 自由 未 知 量 为 x: ха. 于 是 有 
Xi =—3%3, 
| | (4-8) 
Zy == 1 


x 0 в 
外 -全 代入 方程 组 (4-8 ) ， ня" ( 1" 于 是 得 原 方程 组 的 一 个 特 解 为 
х4 à, š 
0 
_ =] 
E 
0 


ns 
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再 写 出 方程 组 (4-8) 的 导出 组 | 
W = 一 3x3 ， 


X 二 一 X3 -2x4 ? 


(4—9) 


а -9 не) = | ， 代 入 方程 组 (4-9) ， 得 到 导出 组 的 基础 解 系 为 


X4 4 
Зз 0 
=f =Д 
g= 1 |? £, = ol 
0 1 


因此 ， 原 方程 组 的 通 解 为 
x=k i£ +k,£,+m, ki, k, 为 任意 常数 . 


习题 3-4 


1. 求 下 列 齐 次 线性 方程 组 的 通 解 (用 基础 解 系 表示 ): 


ху Xt+2x3—2x4 =0, хү-3%+ + wa=0, 
(1) Xa+ X3+2X4=0， (2)+42х\-5%›+ ®у+2х,=0, 
251 -x t5x -204 =0; 5х1-7х,-3х3+5х4 = 0. 

2. 求 下 列 非 齐 次 线性 方程 组 的 通 解 ( 要 求 写 出 导出 组 的 基础 解 系 ) : 
x +4x -3x3 +4x4 =-2, kit 73i- =L, 
(1)32x1+ 25+ x+ %4=3, (2) { х+3х,-9х3-7х,=1, 
3х; -2x3 +5x3 -2x4 = 8; 3x + x2—3x3+3x4=3. 


3. р АЕЛИК ЕЗТН Ах=8 的 一 个 特 解 ， 专 É, o, En EH Ax = 0 
的 一 个 基础 解 系 ， 证明; 21, £,, es ё,,, n 线性 无 关 . 

4. 设 四 元 非 齐 次 线性 方程 组 Ах=8 的 系数 矩阵 的 秩 R(A)= 3, з, m, m 是 Ax=pB 
的 三 个 解 向 量 ， 且 


Ж Ах=В 的 通 解 . 
5. а, Mm, 0, N-a EEF KREN TEH Ах= В 的 mn-r+l 个 线性 无 关 的 解 ， 
R(A)=r. 证明 : m-ni, mM, с, 2,1-7 是 导出 组 Ax=0 的 基础 解 系 . 
6. En, m, "~, M-n ЗЕКЕТ УВА Ax =B 的 n-r+1 个 线性 无 关 的 解 ， 
R(A)=r. 证 明 : Ax=B 的 任 一 解 均 可 表示 为 
X=k m1 tki t +k, n+l, 
=96 - 
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Д, WR ki, ka, с, КЕ kitkat tkp =L. 

7. WHEA, B, C 满足 4B=C, 证 明 R(C)=min| R(A), К(В) |. 

8. BEH В,, B, --, В, 可 由 向 量 组 a, а, =, а, 线性 表示 , 证 明 R(B，， 
Bo, “:, 性 二 民族 
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[ 课 前 导读 ] 

我 们 知道 ， 二 元 数组 的 全 体 组 成 的 集合 叫做 二 维 空 间 ( 即 平面 了 由?*)， 三 元 数组 的 全 体 
组 成 的 集合 叫做 三 维 空间 ( 即 空间 恨 ? ) ЯА, n 维 向 量 的 全 体 组 成 的 集合 网 "该 叫做 什么 
呢 ? R 2 AR? 对 于 数组 的 加 法 和 数 乘 两 种 运算 具有 相同 的 特性 ， 即 : 两 个 二 元 数组 经 过 
加 法 和 数 乘 两 种 运算 后 仍旧 是 二 元 数组 ， 两 个 三 元 数组 经 过 加 法 和 数 乘 两 种 运算 后 仍旧 是 
三 元 数组 . ЖА, R" 对 于 郊 维 向 量 的 加 法 和 数 乘 两 种 运算 是 否 也 具有 这 种 特性 呢 ? R? Же 
R? 中 的 坐标 (坐标 系 ) АК" 中 又 有 怎样 对 应 的 概念 呢 ? 本 节 我 们 将 介绍 这 个 nn 维 向 量 的 
全 体 组 成 的 集合 民 ". 


一 、 向 量 空间 及 其 子 空间 


定义 1 设 V 是 nn 维 向 量 的 集合 ， 如 果 对 于 任意 aeV, Be V, 都 有 a+B eV， 则 称 V 
对 向 量 的 加 法 封 团 ; 如 果 对 任意 we 了 及 任意 keR， 都 有 ka syY， 则 称 了 对 向 量 的 数 乘 
封闭 . | 
0 0 0 


а» а» b, 
例 1 集合 V, = „||, °, алев, 对 任意 w=| |єУ, В=| ` | =ë V, 任意 
аһ G, b, 
keR, # 
0 0 0 0 0 
а» b, a+b, а» ka, 
RERE i az eV, ke=k| _ |=] _ |єЎ, 
а, б. a, +b, а, ka, 


所 以 V, 对 向 量 的 加 法 和 数 乘 运算 封闭 . 
1 1 1 


а» а» b, 
例 2 RA V= . ||а,, =, a, ЄК, 对 任意 a=| . |eV, B=| .| eV, 任意 ke 





R, A 
. 07. 
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1 1 2 1 k 
а» b; a, +b, az ka, 

PE a || РНЕ E a E ee 
a b a +b a ka 


所 以 V, 对 向 量 的 加 法 和 数 乘 运算 均 不 封闭 . 

定义 2 设 V 是 nn 维 向 量 的 集合 ， 且 V 非 空 ， 如 果 VV 对 向 量 的 加 法 和 数 乘 两 种 运算 都 
封闭 ， 则 称 集合 了 为 向 量 空间 . 

由 定义 1 的 第 二 个 条 件 可 知 ， 任 何 向 量 空间 都 必须 含有 零 向 量 . 容易 验证 ， 仅 含 一 个 
零 向 量 的 集合 也 构成 向 量 空间 ， 我 们 称 之 为 零 向 量 空间 除 零 向 量 空间 外 ， 每 一 个 向 量 空 
间 都 含有 无 限 多 个 向 量 . 


0 
例如 ， 例 1、 例 2 中 的 集合 均 为 非 空 的 ， 因 为 0=| .| e Vi，e1=| ,| eVa V, 对 向 量 
0 x 0 
的 加 法 和 数 乘 运算 封闭 ， 所 以 V, 是 向 量 空 间 ， 但 是 V, 对 向 量 的 加 法 和 数 乘 运算 均 不 封 
闭 ， 所 以 V, 不 是 向 量 空间 . 
例 3 n 维 向 量 的 全 体 组 成 的 集合 


对 向 量 的 加 法 和 数 乘 运算 均 封 闭 ， 所 以 是 一 个 向 量 空间 . 
例 4 nn 元 齐 次 线性 方程 组 的 解 集 
S={x |Ax=0} 
是 一 个 向 量 空 间 ， 这 是 因为 根据 本 章 第 四 节 的 性 质 1、 性 质 2 可 知 ， 解 集 S 对 向 量 的 加 法 
和 数 乘 运 算 封闭 . 这 个 向 量 空间 我 们 称 为 齐 次 线性 方程 组 的 解 空 间 . 
例 5 nn 元 非 齐 次 线性 方程 组 的 解 集 
$={х |Ах=8} 
不 是 一 个 向 量 空 间 ， 这 是 由 于 ，(1) 如 果 非 齐 次 线性 方程 组 无 解 ， 则 解 集 5 是 一 个 空 集 ， 
从 而 不 是 向 量 空间 ; (2) 如 果 解 集 S 是 非 空 的 ， 则 对 任意 的 me 5 以 及 任意 常数 k 关 1， 有 
A(lm)= (Аз) = 要 产 B， 所 以 非 齐 次 线性 方程 组 的 解 集 不 是 向 量 空间 
016 а, œ, =, a ER”, 我们 将 向 量 组 @,，a,，…，@a, 所 有 可 能 的 线性 组 合 
Ка tka t +k æ, 构成 的 集合 记 为 
La, @, =, œ, )= |e=ka+k,a,+---+ka |k, k,, зз, k eR}, 
容易 验证 ，&(a ，o ，…，a, ) 是 一 个 向 量 空 间 ， 我 们 称 之 为 由 向 量 组 ar, а, сз, а, 
所 张 成 的 向 量 空间 . 
定义 3 设 有 向 量 空间 V, V, ШЖ VC V,( Bl V, Æ V, BJ fE), ДКТЕ > [н] V, 
‚08. 
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是 V, 的 子 空间 . 


例如 ， 例 1 中 的 向 量 空间 Vi、 例 4 中 的 向 量 空间 5 均 为 n 维 向 量 空间 R" 的 子 空间 . 


特别 地 ， 对 于 任何 由 п 维 向 量 组 成 的 集合 V, 
үк" 的 子 空间 . 


二 、 向 量 空间 的 基 、 维 数 与 坐标 


定义 4 疝 量 空间 了 中 的 > 个 向 量 al о, ，…，w, 如 果 满 足下 列 条 件 : 

(1)æ, @, =, а, 线性 无 关 ; 

(2) 向 量 空间 V 中 任 一 向 量 都 可 以 由 a, а, ---, а, 线性 表示 . 

ШЖК еу, ，o ，…，aw, 为 向 量 空间 的 一 个 基 , Жог 称 为 向 量 空间 的 维 数 ， 


dim(V)=r, ЭК V H r 维 问 量 空 间 . 
向 量 空间 了 如 果 只 含有 一 个 零 向 量 ， 则 这 个 向 量 空 它 的 维 数 为 0. 
例 7 由 本 章 第 一 节 的 例 3 和 第 二 节 的 例 1 可 知 ， 向 量 


1 0 0 
0 1 0 
Е) т. а Е ее ЛЕ 
0 0 1 
就 是 R" 的 一 个 基 ， 因 此 ，dim( 民 ")=n. 我 们 将 R" 称 为 n 维 向 量 空间 . 
容易 验证 ， 向 量 组 

1 1 1 1 

0 1 1 1 

e= 0 |, ww=|0|1， oa=|11，…，a=| 1 

0 00 oJ 1 


也 是 维 向 量 空间 R" 的 一 个 基 ， 由 此 可 见 ， 向 量 空间 的 基 是 不 唯一 的 ， 但 是 任意 两 个 基 


等 价 ， 并 且 所 含 向 量 的 个 数 相 同 ， 所 以 向 量 空间 的 维 数 的 定义 不 依赖 于 基 的 选择 . 
向 量 空 间 


0 
az 
V= . || a ER 
a, 
的 一 个 基 可 取 为 
0 0 0 
1 0 0 
е,=| 0 ез=| 1 е,=| 0 |, 


ZA УСК". 所 以 只 要 了 是 向 量 空间 ， 那 么 


记 为 


. 99 . 
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所 以 V, ж п-1 维 向 量 空间 . 
如 果 nn 元 齐 次 线性 方程 组 4x=0 的 系数 矩阵 的 秩 R(4)=r， 它 的 基础 解 系 为 专 é, 
e, Én MÉ, 6, o, En 就 是 解 空 间 S 的 基 ， 解 空间 S 的 维 数 为 
dim(S)=n-r=n-R(A). 
将 向 量 空间 
(ау, 0), =, Ge. )= {«=Ёе tka t +k a |k, Е, е, keR} 
看 成 向 量 组 ， 则 它 与 向 量 组 w а, з, а, 等 价 ， 因 此 向 量 组 w а, ，…，e 的 极 大 无 
关 组 就 是 向 量 空间 &(ai а, ---, а) 的 基 ， 向 量 组 w о, +, G, 的 秩 就 是 向 量 空间 
(еу, е, ---, а, ) АЕ. | 
ЖЕ WMR a, а, +, а, 是 向 量 空间 了 的 一 个 基 ， 则 了 中 任 一 向 量 B 均 可 以 由 
a, а, =, а, 唯一 线性 表示 . 
证 明 由 基 的 定义 可 知 , 了 中 任 一 向 量 B 均 可 以 由 a о, ---, а, 线性 表示 . 下 面 证 
明 表 示 式 是 唯一 的 . 
设 存在 数 MA А, ++, А, щш, р, , 1,， 使 得 
В = Ло +лЛ,а, t+A,o, 
以 及 
В =ша +шза +: +G, 
两 式 相 减 的 
0= (A a tA) tt A ) a,. 
Hia, а, =, a, 线性 无 关 可 得 
Ау=йл, Azer +, А, =, 
因此 向 量 B 可 由 ал, œ, ---, а, 唯一 的 线性 表示 . 
定义 5 Шо, œ, >, а, 是 向 量 空间 了 的 一 个 基 ， 则 了 中 任 一 向 量 B 可 唯一 线性 
表示 为 
В= ла +л;а+---+Л,а,, 
则 称 常 数 和 i А, +, À, 为 向 量 B а, а, +, а 下 的 坐标 . 
取 民 "的 一 个 基 为 e: е, ，…，e,， 则 由 本 章 第 一 节 的 例 3 nf 1, R” 中 任 一 向 量 
а1 


а» 53 
а= . 在 基 e, ez, ышы" en 下 的 坐标 就 是 向 量 a 的 n 个 分 量 w ， а», s... @ 


n° 




















аһ 
1 2 -1 2 
例 8 验证 æ = Ji æ= | а= 1 | 是 R” 的 一 个 基 ， 并 求 向 量 B=| -1 | 在 这 组 
1 -1 -3 6 
基 下 的 坐标 . 


解 ”要 验证 w а,, a, ER? 的 一 组 基 ， 只 要 验证 w a, a, 线性 无 关 ， 也 就 是 只 
- 100 > 
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要 验证 (а, а, œ) £ E Шт. 设 B 在 这 组 基 下 的 坐标 为 х, а, аз, ВП 
xı 

(œ, а, а) |х |=В, WE Ах=В. 对 和 矩阵 (41B) 作 行 初等 变换 ， 若 4 ВЕТА Е, о, 
х3 


a, а, ÆR? 的 一 组 基 ， 且 当 A 变 成 EE 时, В Т х=А 6. 





























1 2 ¿sp 3 1 2 =| 2 1 2 =1 1 2 1 0 017 
amio i aho i leila 1 114 + 1 0 al 
1 -1 -3| 6 0 -3 -2| 4 © £ AJ 0 О 114 
2 
BLS А=(е,, œ, a.) ZE, Мо, о, а, ÆR? 的 一 个 基 ， 且 向 量 B=| -1 | 在 这 组 基 
0 
1 
下 的 坐标 为 | -2 |. 








| 
三 、 基 变换 与 坐标 变换 


定义 6 ба, а, =, а, УВ, В, ``, В, 是 n 维 向 量 空间 V 的 两 个 基 ， 存 在 系 
ROERE 已 ww ， 使 得 
BT rs Ву) (a), G, s=, а, )Р. 
ЖЕ Pi, 称 为 从 基 ау, о, +, о, 到 基 B, Ba, ---, В, НЕ. 
TR, Mika, а, >, а, PÆ, B2, ---, В, 的 过 渡 和 矩阵 P... JE B| kB E. 


1 1 0 1 1 
9 ЕК? PHAR æ = |1 |, a,=|0|],a,=|1 #IB = | 1 eb) 
0 1 1 =2 3 


























= 
2 
1 

E WER А=(ае|, а, а), В=(В,, B2, B3), ДААЖ е, е, ез 到 基 
ал, аз, а, ЧИЙ А, Ае, е, е, ЗЕД, В, B КНЕ B. 
于 是 有 


В; = ， 求 从 基 aw а, оз PÆ |, В,, В; 的 过 渡 和 矩阵 P. 








(Bı, В, ;)= (е, ез, ез) В= (а, а, «,)АС!В. 
W P=A B, ДЖЕ P RENANE ал, œ, а, 到 基 B В,, В, 的 过 渡 矩 阵 . 
L 10111-1 1 O QHZ 0" 0 
А piji 3 :| 10| 
=> 3 1 O 0 1 


RIS T =T; 
0 J 1 =1 2 ` 2 











因此 
.101 + 
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1 g 0 
Р=А-В=|-1 1 -1l. 
йй кд 








Жал, о, ‘~, а, Bi, В,, >, В, 是 R "的 两 个 基 ， 任 一 向 量 wsR "在 基 al @,, 
=, æ, 与 基 B,，B8,，…，B, 下 的 坐标 分 别 为 (zx ху, з, x.) ур, у», ©, Ya), 80 


X1 Үү 
х2 У 
а= (а, а, "з а,) i , «=(3\|, B2, "ез В,) 2 
x, Yn 
令 和 矩阵 4=(ai， G, vsa а,), В=(В,, В, ху В„), 则 有 
х1 Yı 
x ; 
A 2 -B ч 
Xa Yn 
于 是 得 到 
Xl Yi 1 
x y yY 
“үз 2 ер (5-1) 
Xn Yn Yn 
或 
Yı xi xı 
y x x 
2 |=B A| 2 |=р “|. (5-2) 
Ya x, Xn 


其 中 P=A4-1B 是 从 基 a о, ~, а, 到 基 pB，B,，…， В, 的 过 渡 和 矩阵 . 
定义 7 式 (5-1) 称 为 从 坐标 (yl у, +, Yn)” 到 坐标 (2 ло, "е, я) 的 坐标 变 
换 公 式 ; 式 (5-2) 称 为 从 坐标 (x1，x2，…，x。)" 到 坐标 (yl ，y,，…，y,)" 的 坐标 变换 


公式 | 
1 1 0 8 
例 10 已 知 向 量 aeR; E q = | 50 @3=|1 | 下 的 坐标 是 | -2|, 求 a 在 
0 1 1 4 

















+ 
2 


1 1 
le 
=2 3 1 


解 设 w 在 基 Bi， B2, B3 下 的 坐标 为 (yi， Yis war 由 例 9 知 ， MÆ о, Q2 ， а; 
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Ж В, = 下 的 坐标 . 

















13 Зей 
2 0 0 
IÆ B, B2, В; 的 过 渡 和 矩阵 为 P= ==] 1 al 易 求 得 P = g 5 + , 于 是 由 
ead 
п pk t 
; 8 2 4 
式 (5-2) 有 
S 0 0 
Эң х1 н 8 4 
1 1 
n| jal 2 4 at) 
Уз Хз 1 1 1 4 l 
8 2 4 
习题 3-5 


1. 判断 下 列 集合 对 通常 的 向 量 加 法 和 数 乘 运算 是 否 构成 向 量 空间 ， 并 说 明理 由 : 
(1)Vi = {х= (5, х, +з, w.) |w, 7, х, ЄК ВАЕ ху+---+х, =0); 

(2) 0,={х= (х, х, `, w.) |х, >, х, ERR 且 满足 xi+…+x,=1}; 

(3) Из = {х= (х1, х5, к, x ER H х =х,=--:=х,) 

2. 设 向 量 组 w œ, =, а, 与 向 量 组 B , B2, +, В, 0, іс 


A (ay, G, ， "ab e )= {æ=k æ tka + +k æ |k) , kz, 


кез £ ey 


=, ЄВ}, 
%›(В\, B2, >>, B,)= (8=k B i+k,B,+---+k B, lki, k,, +, keR}, 
证 明 : Læ, a, --, @,)= Q,(B,, Ba, *…, В,). 
3. 设 向 量 组 
1 2 3 тї 
2 3 2 =й 
as] „| а= ‚в=| | а=) |, a=] „|, 
=] =l 1 sl 52 
求 向 量 空 间 L(a, 2, аз, о, а) = |ae=ka,+k,a,+k.Ga;+k.G,+k;sas |К, kz, ky, k4, 
ks e RR | 的 基 与 维 数 . 
4. 验证 
(1) 
1 1 1 1 
0 1 1 1 
Ыз Ай Шал SB. 
0 0 0 1 
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ER 4 的 一 个 基 ， 并 求 a=(1，1，2，1)" 在 这 个 基 下 的 坐标 . 
(2) 


40 1 
ШЕК 0—6, КМЖ wj о, оз, a, 到 基 B, В,, B3, В, НЕР, UR 
а= (1, 1, 2, 1)" Æ% B], В», B3, B. 下 的 坐标 . 
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本 章 小 结 


臣 解 jn 维 向 量 、 向 量 组 的 概念 以 及 向 量 组 与 矩阵 的 对 应 
臣 解 向 量 组 的 线性 组 合 以 及 向 量 能 由 向 量 组 线性 表示 的 概念 
向 量 、 向 量 组 | 芍 乔 向 量 能 由 向 量 组 线性 表示 的 判断 方法 
ЕЙ) буп В $h р?н А 线性 表示 、 两 向 量 组 等 价 的 概念 
тынча 能 由 向 量 组 4 线性 表示 的 判断 方法 





锚 网 向量 组 线性 相关 、 线 性 无 关 的 概念 
了 区 秽 向 量 组 线性 相关 、 线 性 无 关 的 判断 方法 
图 解 向 量 组 线性 相关 性 理论 的 一 些 主要 结论 





芋 解 向 量 组 的 极 大 无 关 组 的 概念 和 向 量 组 的 秩 的 概念 
CERE 6 2 65 #k 65 EA 

EM) E E 65 # 55 бу 28 65 #k i 65 A 

@ &] É B 65 4k 65 ЖЖ 
MEEA K ж, X: 4и ул Z 6) Н 05 4555 ЖОЖ 


向 量 组 的 秩 与 
矩阵 的 秩 





齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 的 求法 

线性 方程 组 解 | 臣 铜 基础 解 系 与 系数 矩阵 的 秩 之 间 的 关系 
的 结构 臣 解 齐 次 线性 方程 组 的 解 的 结构 

匡 钾 非 齐 次 线性 方程 组 的 解 的 结构 








医 解 向 量 空间 的 概念 

聊 卉 向 量 组 生成 的 向 量 空间 、 齐 次 线性 方程 组 的 解 空间 等 向 量 空间 的 例子 
Б аних, иж. атата 
МЕЕН н. GEERF ERE 
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第 三 章 ” 向 量 空间 与 线性 方程 组 解 的 结构 
Sp иин 
经 济 学 中 的 线性 模型 


哈佛 大 学 教授 列 昂 惕 夫 ( Wassily Leontief) 把 美国 经 济 分 解 为 了 500 个 部 门 ， 如 煤炭 工 
业 、 汽 车 工业 、 交 通 系 统 等 .对 每 个 部 门 ， 他 写 出 了 一 个 描述 该 部 门 的 产 出 该 如 何 分 配给 
其 他 经 济 部 门 的 线性 方程 . 在 1949 +, Мак 了 (当时 计算 能 力 最 强 的 计算 机 之 一 ) 还 不 能 
处 理 所 得 到 的 包含 500 个 未 知 数 、500 个 方程 的 方程 组 ， 列 昂 惕 夫 只 好 把 问题 化 为 包含 42 
个 未 知 数 、42 个 方程 的 方程 组 . БЖ, ХТ 1973 年 的 诺 贝 尔 经 济 学 奖 ， 他 打 
开 了 研究 经 济 数学 模型 的 新 时 代 的 大 门 . 1949 年 他 在 哈佛 的 工作 标志 着 应 用 计算 机 分 析 大 
规模 数学 模型 的 开始 . 从 那 以 后 ， 许 多 其 他 领域 中 的 研究 者 也 开始 应 用 计算 机 来 分 析 数 学 
模型 . 由 于 所 涉及 的 数据 数量 庞大 ， 这 些 模 型 通常 是 线性 的 ， 即 它们 是 用 线性 方程 组 来 描 
述 的 . 例如 石油 勘探 ， 当 使 用 勤 探 船 来 寻找 海底 石油 的 储藏 情况 时 ， 它 的 计算 机 每 天 要 解 
几 千 个 线性 方程 组 . 
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测试 题 三 


一 、 填 空 题 


1. йо=[,), «=[)зв=[„}, в.-(2) ва 的 两 个 基 ， 则 从 基 а, а, 到 基 
1 
0 1 


Bi, Ba 的 过 渡 和 矩阵 为 
1 3 
1 1 3 а 


2. 已 知 两 个 向 量 组 
1 0 l 
0-0 
1 0 
ААЖ а, æ, a, 不 能 由 向 量 组 B, В,, В, 线性 表示 ， 则 a= 
1 gag 


а = 






































3. ЙЭШ А=|2 1 2 |, 向 量 a=|1|, 已 知 ha 与 a 线性 相关 ， 则 a= 
зо 4 1 
А 1 1 а 
4. 设 4=|0 А-1 | | ， 已 知 线性 方程 组 Ax=b 存在 2 个 不 同 的 解 ， 则 À = 
1 1 à 1 
jas 
二 、 选 择 题 
1. АНА о, о, аз 线性 无 关 ， 则 下 列 向 量 组 线性 相关 的 是 ( ). 
А. \-@,, ，a2 -Ga3 а-а В. ау +a2 ，a2 +a3 ，a3 +G1 
C. a -2o ，o-2a; ，o -2a | D. а +20, а,+20,, @у+2в\ 


2. 设 向 量 组 I; aí, о, >>, а 可 由 向 量 组 卫 ; В,, В, =, В; 线性 表示 ， 则 下 列 
选项 正确 的 是 (  ). 


A. 4 г< 时 ， 向 量 组 开 必 线性 相关 В. 4 r>s 时 ， 向 量 组 开 必 线性 相关 
С. >H г<ѕ Hf, MEH 工 必 线性 相关 D. 当 r>s 时 ， 向 量 组 工 必 线性 相关 


3. RA, B 为 满足 AB=0 的 任意 两 个 非 零 矩阵 ， 则 必 有 ( ). 
А. А 的 列 向 量 组 线性 相关 ，B 的 行 向 量 组 线性 相关 

B. А 的 列 向 量 组 线性 相关 , B 的 列 向 量 组 线性 相关 

С. А 的 行 向 量 组 线性 相关 , В 的 行 向 量 组 线性 相关 

D. А 的 行 向 量 组 线性 相关 ，B 的 列 向 量 组 线性 相关 

4. Ва, а, e, а, 均 为 n Е, А 是 mxn 矩阵 ， 下 列 选项 正确 的 是 ( 
А. Fa, œ, =, а ХАҢ, Аа, Aa, =, Аа, 线性 相关 

B. Fa, а, =, а, 线性 相关 ， 则 Aa, Aa, =, Аа, 线性 无 关 

С. Жау, а, =, а, 线性 无 关 ， 则 4a Aæ, =, Aœ, 线性 相关 

D. Жа, а, =, а, 线性 无 关 ， 则 Aæ, Aæ, =, Аа, 线性 无 关 


5. Жау, а, ол 是 三 维 向 量 空间 R? 的 一 组 基 ， 则 由 基 a, Ta, Ta, 到 基 a, + 
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测试 题 三 


oa ， +a3 ，o3+ai 的 过 渡 和 矩阵 为 ( ). 








k 0: 1 2 0 
+ 2 | | 2 | 
0 3 3 1 0 3 
L j l 1 i Í 
2 4 6 S S 3 
ЭЖ Ка: Т j 1 
| sF я "3 
l 1 1 | i, ый 
а = ж 6 6 6 
三 、 解 答题 


1. 设 四 维 向 量 组 @ = (1+а, 1, 1, 1)", а = (2, 2+а, 2, 2)", оа, = (3, 3, З+а, 3)", 
a,=(4, 4, 4, 4+а)", Ela 为 何 值 时 ，a о, œ, a, 线性 相关 ? Ца, о, as, a, 线性 相 
关 时 ， 求 其 一 个 极 大 无 关 组 ， 并 将 其 余 向 量 用 该 极 大 无 关 组 线性 表示 . 


` 1 2 3 
2. 已 知 3 阶 矩 阵 4 的 第 一 行 是 (a,，b，c) a, b,c 不 全 为 零 ， PEBE B=|2 4 slu 
| 3 6 k 





为 常数 ) ， 且 4B=0， 求 线性 方程 组 Ax=0 的 通 解 . 
1 -1 -1 -1 

-1 1 а. | 

0 -4 -2 -2 

(1) 求 满足 Aé, =é, A£, =Š, WHAE é, é; 

(DAC) PRERE ё,, #,, WEH E, ё,, E 线性 无 关 

xi txt% +x 三 一 ， 


4. 已 知 非 齐 次 线性 方程 组 4xi+3x2+5x3-x4=-1， 有 3 个 线性 无 关 的 解 ，(1) 证 明 方程 


3. 设 4= 











axı +x, +3x3+bxa = 1 
组 系数 矩阵 A 的 秩 А(А)= 2; (2) а, b 的 值 及 方程 组 的 通 解 . 
5. 设 nn 元 线性 方程 组 Ax=b, Ж 


2а 1 
a 2а 1 х1 1 
г 2а 1 хә 0 
А= ‚= , b=]. 


a Зады 
(1) 证 明 行列 式 |14|= (п+1)а"; 
(2) 当 a 为何 值 时 ， 该 方程 组 有 唯一 解 ， 并 求 x ; 
(3) 24 а 为 何 值 时 ， 该 方程 组 有 无 穷 多 解 ， 并 求 通 解 
6. 设 4=(a ,wm， а, а) ВАЕ, А" А ЕВИНИ, 22(1, 0, 1, 0)7 E 
方程 组 hz=0 的 一 个 基础 解 系 ， 求 A4*x=0 的 一 个 基础 解 系 
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SUF ”相似 矩阵 及 二 次 型 


第 一 他， 向 量 的 内 积 、 长 度 及 正 交 性 


[ 课 前 导读 ] 
二 维和 三 维 空间 中 的 向 量 有 长 度 、 夹 角 等 概念 ， 但 是 空间 区 "中 的 向 量 却 没有 这 些 概 
念 ， 本 节 我 们 先 将 二 维和 三 维 向 量 的 数量 积 (又 称 内 积 ) 推 广 到 民 "* 中 来 ， 再 借助 于 恨 " 中 
向 量 的 内 积 来 定义 恨 " 中 向 量 的 长 度 、 夹 角 等 概念 . 


一 、 向 量 的 内 积 、 长 度 


X| y! 

е eN š X2 Уг 
定义 1 设 有 nn 维 向 量 x=| “|, y=| “|, S 

x Fa 


ET у]=х!у=х,у+х;у;+++х,у„, 

#[х, y] ANE x 与 y 的 内 积 . 

EI, n 维 向 量 的 内 积 是 二 维 、 三 维 向 量 的 数量 积 的 一 种 推广 ， 其 结果 是 一 个 实数 . 
由 内 积 的 定义 可 得 如 下 性 质 (其 中 x, y 与 z 都 是 nn 维 列 向 量 ,， А 为 实数 ) : 

(1)[x, у]=[у, х]; 

(2)[Ах, у]=А[х, y]=[x, Ay]; 

(3)[=*y, z]=[*, z])+*[y, Е]: 

(4)[x, х]20, MEN x=0BF, [x, x]=0. 

利用 这 些 性 质 ， 还 可 以 证 明 著 名 的 柯 西 - 施 瓦 茨 (Cauchy-Schwarz) 不 等 式 ( 简称 施 瓦 欧 
不 等 式 ) (这 里 不 证 ) 





[x, у]?<[х, x][y, y]. 
利用 内 积 概念 ， 可 以 定义 n 维 向 量 的 长 度 和 来 角 . 


#1 
定义 2 设 有 n 维 向 量 x=| |, $ 


x, 


|z |= [z x] apga, 
# | x | 为 向 量 x 的 长 度 (或 范 数 ). 
向 量 的 长 度 具有 下 述 性 质 . 
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(1) 非 负 性 : "(4 x=0BF, |x] >0; 当 x=0 时 ，||x|=0. 
(2) 齐 次 性 : Ах || = 1А + 1х1. 
(3) 三 角 不 等 式 : |х+у 1 < lx | +Iyl. 
证 明 (1) 与 (2) 是 显然 的 ， 下 面 证 明 (3). 因为 
| х+у | 2=[х+у, х+у]=[х, х]+2[х, у]+[у, y], 
根据 施 瓦 茨 不 等 式 有 
[х, 3 x, wlhly; у], 
从 而 
[х+у |?<[х, x]+2/[x, x][y, у]+[у, y]= Ix] ?+2 xi yl +y 
=( 1х 1+ 11у 1)°, 
ИП lx+yl < 1х 1+ 41у 1. 
№ |х| =1 BF, #х 为 单位 向 量 . 如 果 a0, В = 


НН ТАЈ А a {ЖЕЙ [п] В 的 过 程 称 为 把 问 量 @ 单位 化 . 
定义 3 当 xz0, y#0 时 ， 


-2 We 是 一 个 单位 向 量 . 
la | 


[x, у] 
iks ГТ 
称 为 n [п] x 与 y 的 夹 角 . 
根据 施 瓦 区 不等式 有 [х, у]< xl e lyl, 
m 
[х, y] 

\х - 121 

所 以 定义 3 是 合理 的 


当 [x，y]=0 时 ， 称 向 量 x 与 了 EX. 显然 , 知 x=0， 则 x* 与 任何 向 量 都 正 交 . 


<1(`4 | x| -iyl #08), 


二 、 正 交 问 量 组 


定义 4 由 一 组 两 两 正 交 的 非 零 向 量 组 成 的 向 量 组 ， 称 为 正 交 向 量 组 . 
例如 ， 向 量 组 














与 向 量 组 


SS 
NIA юы © © 
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第 一 节 ”向 量 的 内 积 、 长 度 及 正 交 性 


都 是 正 交 问 量 组 . 

下 面 讨论 正 交 向 量 组 的 性 质 . | 

定理 1 #п% а, ，o ，…，a ЕЗ, Шо, а, ，…，a 线性 
2698, 

证 明 ША, А,, e, А, IË 

À G +Л,0 +: +Л„а,„ =0, 
№ а1(1=1, 2, =, т) 23 Е, 247941 8, ато =0, НИЗ 
和 Ta =0(1=1, 2, ==, т). 

а, 20(1=1, 2, =, т), ата, 70, МЖ А,=0(1=1, 2, =, т), РА 
«|, 9, >, а, 线性 无 关 . 


例 1 已 知 3 维 空间 R” 中 的 两 个 向 量 
2 


1 
æ =|-1|, а= 
| =] =. 


正 交 ， 试 求 一 个 非 零 向 量 a。, йал, a, о, 两 两 正 交 . 


We чыр жд 
i A= = 
解 记 | É 2 i) 


a, 应 满足 齐 次 线性 方程 组 Ax=0， 即 


1 








I RUER А 实施 初等 行 变换 ， 有 
il, -1 PE -1 ]-{ 0 M 
1 2- -i 0 2 0 0° 1 `Ü 
П 1 
0 | ‚ Же, 为 所 求 . 
1 1 
定义 5 in kB BE H £ ， 刀 ，…, £ 是 向 量 空间 (УСЫН ")Н—1 Ж, ШЖ é, 
ё,, +, £ 两 两 正 交 ， 且 都 是 单位 向 量 ， 则 称 专 ё,, ，…， £, 是 了 的 一 个 规范 正 交 基 . 
例如 ，n 维 单 位 坐标 向 量 e| е, ，…，e, 是 RR" 的 一 个 规范 正 交 基 . 向 量 组 


得 | ” “> 从 而 有 基础 解 系 


X U, 


. Жа, = 











2 2 кы 
3 3 3 
1 2 2 
£ = з , £, = 3 y é= EJ 
2 ES 22 
3 3 3 


也 是 RR 的 一 个 规范 正 交 基 
PE &, e, £ 是 了 的 一 个 规范 正 交 基 ， 那么 V 中 任 一 向 量 B ВЕН g, 5, --, 
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£ 线性 表示 ， 设 表示 式 为 
B=Aġ tA ét tÀ É, 
Ж 1(1=1, =, ERER, 9 
ЁТВ=А 8, =А(і=1, =-, r), 
Вр 
А,=#1В=[,, В](ї=1‚ +, r). 
由 此 可 见 ， 利 用 这 个 公式 能 方便 地 求 得 系数 人 (=1，…，r) ， 也 就 是 向 量 在 规范 正 交 
基 中 的 坐标 . 因此 ， 我 们 在 给 向 量 空 间 取 基 时 常常 取 规 范 正 交 基 . 
那么 ， 如 何 从 向 量 空间 了 的 一 个 基 出 发 ， 找 到 了 的 一 个 规范 正 交 基 呢 ? 下 面 ， 我 们 就 
来 讨论 这 个 问题 . 


三 、 施 密 特 正 交 化 过 程 


Kas, а, ，…，w' 是 向 量 空间 了 的 一 个 基 ， 从 基 am ， с, a, 出 发 ， 找 一 组 两 两 
正 交 的 单位 向 量 吉 各， 一; £, 使 和 ё5, >, кыны а, +, а, 等 价 ， 这 个 过 程 
称 为 把 基 al о, ，…，w, 规范 正 交 化 . 具体 步骤 如 下 . 

第 一 步 ， 将 基 al а, ---, о, 正 交 化 . 即 取 

B =e, 

[B,. œ] 
PAT” 
[8\, а] [B,, а] 





B, =a;- 


区 181, а, | 18, а, | з [18,_,, а, ] 
P = IB, ° В.) i [@›, В, 4 18, ? В"! 


容易 验证 B| В, 0, B, 两 两 正 交 (验证 的 过 程 请 读者 完成 )， 且 Bi В, ~", В, Fa, 
о, +, а, 等 价 . 

从 线性 无 关 向 量 组 a, а, з, а, 导出 正 交 向 量 组 B, B2, >, В, 的 过 程 ， 称 为 施 
密 特 (Schmidt) 正 交 化 过 程 . 我 们 不 仅 可 以 证 明 В|, B2, +, В, ба, а, =, а, 等 价 ， 
还 可 以 证 明 对 任何 k(1<k<r)， 向量 组 B61, 8, +, Bi 5а, а, +, а, 等 价 . 

第 二 步 , 将 Bl， В, =, В, ЖАК, 了 


1 
£= r: | = =: pe 7? ве 


于 是 ， Fiy Éz; “> Ё. 就 是 V 的 一 个 规范 正 交 基 . 


1 
例 2 Bafil 
=] 


的 规范 正 交 基 . 
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0 =2 
C, = | Е 求 一 个 与 @/ а, as 等 价 
1 1 
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Вый 18, а] 18, а] ч T 2 і z a + 
ка ТШД. e Bs] ` 3 14 6 
1 _1 2 
FPH B, B2, В; 单位 化 ， 得 到 


1 -1 =S 
1 1 1 
б Т8, T | STAA apen ТШЕ || 


£, £, ё, 即 为 所 求 . 





1 
-1|, Ж—#Н+Е® Н æ, а, Ea, о, a, 两 两 正 交 . 
1 
f а,, а, 应 满足 方程 wjz=0， 即 


Х| —Ху+®з ap, 


例 3 已 知 & = 








它 的 基础 解 系 为 


a> 





Ша, œ, as 两 两 正 交 . 
四 、 正 交 和 矩阵 


定义 6 WR n ИНЕ A 满足 
ATA =E( А7! =А?), 
那么 称 4 为 正 交 和 矩阵， 简称 正 交 阵 . 
关于 正 交 和 矩阵 ， 我 们 有 下 面 的 结论 . 
* FIS + 


第 四 章 ， 相 似 和 矩阵 及 二 次 型 


定理 2 WERA E п 阶 方 阵 ， 则 下 列 
(1)4 Æ n 阶 正 交 阵 ; 


(2)4 的 列 向 量 组 是 R" 的 一 个 规范 正 交 基 ; 


(3)4 的 行 向 量 组 是 R" 的 一 个 规范 正 交 基 . 


结论 等 价 : 


证 明 (1)e(2): 
将 矩阵 4 5 А = (а, о, =, а,), WRA 是 nn 阶 正 交 阵 ， 则 公式 4T4=E 可 
表示 为 
«| 1 0 0 
Я 0 Jj 0 
T (а, а, , а, ) = : è , 
а! о о 1 
亦 即 
ala, =ë; = Ж. ј=1, 2, <, п) 


这 说 明 4 的 列 向 量 都 是 п 维 单位 向 量 ， 且 两 两 正 交 ， 从 而 是 RR" 的 一 个 规范 正 交 基 . 


(1)e(3): KX ATA =E 5 AAT =E $r, 所 以 将 矩阵 A 按 行 分 块 
Bi 
А18 
вт 
FEAR AAT =E 可 表示 为 
Bi Ü == 0 
> 0 1 0 
AA" = (В, В, ~", Ёй=| . ` 
所 以 
ый ИП те 2. 
В; В; б; 0, щу 15 Ј=1, 2, , п) 
Й. A 的 行 向 量 也 都 是 п 维 单位 向 量 ， 且 两 两 正 交 ， 从 而 是 民 "的 一 个 规范 正 交 基 . 
例 4 验证 矩阵 
Жошы сз. 
2 2 2 2 
_1 l l| 1 
2 > р 2 
Р= 
了 
а g gi 9 
А. A A = 
2 2 Эу 
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是 正 交 阵 . 
证 明 容易 验证 P 的 每 个 列 向 量 都 是 单位 向 量 ， 且 两 两 正 交 ， 所 以 P 是 正 交 阵 . 
从 正 交 阵 的 定义 容易 证 明 ( 证 明 留 作 习题 ) ， 正 交 和 矩阵 具有 如 下 性 质 : 
(1) 若 4 为 正 交 阵 ， 则 4-1=AT 也 是 正 交 阵 ， 且 14|=1 3-1; 
(2)# A #l B 都 是 正 交 阵 ， 则 АВ 也 是 正 交 阵 . 
定义 7 EP HEXER, MRM у= Рх 称 为 正 交 变换 . 
设 y=Px 为 正 交 变换 ， 则 有 
ly I = /у'у =Vx PPr=Vx r= | x |. 
因此 正 交 变换 保持 向 量 的 长 度 不 变 ， 这 是 正 交 变换 的 优良 特性 . 


习题 4-1 
1 -4 
l Же=|1|, B=|2 |, RHE y, 使 得 yy 与 a 和 BB HEZ. 
2 2 














2. 试用 施 密 特 法 把 下 列 向 量 组 正 交 化 : 


] 1 
































m 0 0 
(1)а =| 1 |, а, = “| ; (2)а = а, = а; = 0 
2 3 5 
0 0 1 
3. БУЕ ЕТЕ ЖАН :? 并 说 明理 由 . 
1 1 1 1 4 
а 0 3 9 9 9 
1 1 1 8 1 4 
(l) 72 3 2 (221-9 wa 
1 1 1 本 | J 4 3 
Sl бс @ 9: 9.2.9. 


4. 若 4 为 正 交 阵 ,， 证 明 A =A" 也 是 正 交 阵 ， 且 14|=1 或 -1. 
5. ЖА, 中 都 是 正 交 阵 ， 证 明 AB 也 是 正 交 阵 . 
6. 设 x 为 n 维 列 向 量 , x'x=1,  Н=Е-2хх', ПЕНЯ H RE.xHKRBJ IF 2 EE. 
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[ 课 前 导读 ] 
工程 技术 中 的 一 些 问题 ， 如 振动 问题 和 稳定 性 问题 ， 常 可 归结 为 求 一 个 方 阵 的 特征 值 
和 特征 向 量 的 问题 . 数学 中 诸如 方 阵 的 对 角 化 及 解 微分 方程 组 等 问题 ， 也 都 要 用 到 特征 值 
的 理论 . 本 节 我 们 就 来 介绍 方 阵 的 特征 值 理论 
# PUS < 


第 四 章 “” 相似 矩阵 及 二 次 型 


一 、 方 阵 的 特征 值 与 特征 向 量 的 概念 及 其 求法 


定义 ЖА п ИЕШЕ, WRR M п 维 非 零 列 向 量 a 使 关系 式 











Aa=Aa (2-1) 
成 立 ， 那 么 数 和 称 为 矩阵 4 WREE, EFE a 称 为 4 的 对 应 于 аата 
特征 值 À 的 特征 向 量 . 一 
-1 2 0 1 
ЮИШ,ЖЕА=|0 3 ,| | ， 则 有 
2 1 -1 l 
-1 2 OND (3 1 
Аа=| 0 3 0 ||2|= Е з, 
2 1 -JUJ \3 1 























所 以 数 3 是 矩阵 4 的 特征 值 , w 是 4 的 对 应 于 特征 值 3 的 特征 向 量 . 

一 个 任意 给 定 的 n 阶 和 矩阵 4 会 有 多 少 个 特征 值 ? 对 应 的 特征 向 量 又 该 如 何 求 呢 ? 为 了 
回答 这 些 问 题 ， 我 们 先 假设 矩阵 A 有 特征 值 入 ， 对 应 于 特征 值 的 特征 向 量 为 a， 则 入 与 
a 满足 式 (2-1). 将 式 (2-1) 改 写成 

(A-AE)a=0, 
可 见 ，w 是 nn 个 未 知 数 n 个 方程 的 齐 次 线性 方程 组 (A-AE)x=0 的 非 零 解 ,而 方程 组 有 非 
零 解 的 充分 必要 条 件 是 系数 行列 式 等 于 零 ， 即 


|А-АЕ | = 0). 
w 
аА а12 ш Ain 
Фу аз-А + ам 
f(A4)= |А-АЕ|= 
а аэ = üu A 





则 f(A) 是 和 的 n 次 多 项 式 ， PARE A 的 特征 多 项 式 . 从 而 公式 |4-AE|=0 可 以 写成 
f(A)=0， 这 是 以 和 A 为 未 知 数 的 一 元 n 次 方程 ， 称 为 4 的 特征 方程 ， 而 4 的 特征 值 就 是 特 
征 方程 的 根 . 我 们 知道 ， 一 元 次 方程 在 复数 范围 内 恒 有 个 根 ( 重 根 按 重 数 计算 ). 因 
№, n ТЖ А 在 复数 范围 内 有 个 特征 值 ， 通 过 解 矩 阵 А 的 特征 方程 就 可 以 得 到 这 n 个 
特征 值 . 

Ж А=А, 为 矩阵 4 的 一 个 特征 值 ， 则 由 方程 

(A-AÀ;E)x=0 

可 求 得 非 零 解 x=a;， 那么 a; 便 是 4 的 对 应 于 特征 值 A; 的 特征 向 量 . (ФА, 为 实数 ， 则 a; 
可 取 实 向 量 ; # A; МЫ, Ше, 可 取 复 向 量 . ) 


例 1 RE 
1 0 `0 
-| 2 » 
0 0 3 
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的 特征 值 和 特征 向 量 . 
解 和 矩阵 4 的 特征 多 项 式 为 
IA о 0 
0 24-0 
| 0 0 3-A 
所 以 4 的 全 部 特征 值 为 A,=1，A?=2，A3=3. 
МАЛ =1 时 , ЖУ (А-Е)х=0, Н 


|А-ЛЕ |= =(1-А) (2-А) (3-А), 








> 
l 
= 
lI 
ЖЫ» sS — S$ 
со о б 
со = © 
юз о © 
p 
~ 
сезе уелган. 
о о @ 
о O = 
O = 3 
W. 


得 基础 解 系 








于 是 ka(k 关 0) 是 对 应 于 特征 值 和 =1 的 全 部 特征 向 量 . 
当 A,=2 时 ， 解 方程 (A-2E)x=0， 由 





得 基础 解 系 








于 是 kas(k 关 0) 是 对 应 于 特征 值 A,=2 的 全 部 特征 向 量 . 
当 A3=3 时 ， 解 方程 (A-3E)x=0， 由 


得 基础 解 系 
0 








于 是 Ко, (630) 是 对 应 于 特征 值 A3=3 的 全 部 特征 向 量 . 
由 例 1 可 知 ， 对 角 和 矩阵 的 全 部 特征 值 就 是 它 的 对 角 线 上 的 元 素 : 
例 2 ЖЖ 








的 特征 值 和 特征 向 量 . 
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Жит НБ ЕМ—Х5 


解 B 的 特征 多 项 式 为 
-1-A 2 0 
0 3-A 0 
2 1 -1-A 
所 以 В 的 全 部 特征 值 为 A=Az=-1，A3 =3. 

Лу =А,=-1 时 , 解 方程 (B+E)x=0. 


由 
020ү 00 
me гор 1 | 
2.1 0}.\0 0-0 


0 
а; = |0 |, 
1 


从 而 @ 就 是 对 应 于 A А, =-1 的 特征 向 量 ,， 并且 对 应 于 和 A = А, =-1 АКЕ А у 
Бо ( W 2 30). | 
当 A3=3 时 , 解 方 程 (B-3E)x=0. H 


|В-АЕ|= =(1+A)2(3-A), 








得 基础 解 系 





кд 
UJ 
e>! 
lI 
"nn 
| 
м со L 
= с ә 
| 
np oo 
NE ЭЩ", 
l~ 
T E ws 
© о 一 
O = O 
| 
Sadb L 
W. = S: SA 


得 基础 解 系 


== N = 
` 








从 而 oa 就 是 对 应 于 A3 =3 的 特征 向 量 ， 并 且 对 应 于 A3 =3 的 全 部 特征 向 量 为 Ка„( B $X 30). 


Юз ЖОЕ 
102 
оза 
2 0 1 





С= 
的 特征 值 和 特征 向 量 . 
解 “EBE C 的 特征 多 项 式 为 
1-A 0 2 
|С-АЕ|=| 0 .3-A 0 |=(1-А)?(3-А)-4(3-А)=-(А-3)?(А+1), 
2 0 1-A 








所 以 С 的 全 部 特征 值 为 A =А,=3, А,=-1. 
%4 A =A:=3 时 ， 解 方程 (C-3E)x=0， 由 


得 基础 解 系 
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1 


0 
æ= ‚ «= 
0 1 


从 而 «|, a, 就 是 对 应 于 Ai А, =3 的 两 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ， 并 且 对 应 于 Ai=Az=3 的 
ERREEN kæ tka (ki, Е, 不 同时 为 零 )( 见 下 文 性 质 3). 
当 As=-1 时 ， 解 方程 (C+E)xz=0， 由 


0 2 La Dyed 
4 0|-|0 1 0 
0-2 ооо 


1 











, 


已 O мы 








得 基础 解 系 








-1 
从 而 a, 就 是 对 应 于 A3 =-1 的 特征 向 量 ， 并 且 对 应 于 А, =-1 的 全 部 特征 向 量 为 kæ (30). 


二 、 方 阵 的 特征 值 与 特征 向 量 的 性 质 


性 质 1 in MERE A= (а) BREEK A, А, e, А,, W 
(1)Аү+А›+---+А„=а+а»++-+а„„; 

(2)AiA2…An= lA]. 

证 明 ”由 于 矩阵 的 特征 值 就 是 其 特征 方程 的 根 ， 从 而 





аА Q12 s а 
ар aə-À ~ а 
fO )= 1А-АЕ |= | ` 
а ai? | шы а А 


= A A А-А) (А, А). 
在 上 式 中 取 和 =0， 有 
А0) = 14|=AiA2…An- 
由 
(А-А) (А-А) ---(А,-А)=0 
可 得 А" ВО - (А tA + +A), ПН п 阶 行列 式 的 计算 可 知 


ац А Q12 “à а 
Ga а»-А … ам 
CA)= |А-АЕ|= | ` 
а aiz? у аА 


ВЛЕЕ A УЛ Н ВЕН ЕН: ЕТУ 2670 ЖЕЙН (а -А) (аА) ---(а,„-А) Ф, 
并 且 A 前 的 系数 是 -(cil+azz+…+aw) , 因此 有 人 1 十 A2 十 … 十 人 n =a, tayt +a, 
由 此 可 见 ，n 阶 方 阵 4 可 逆 的 充分 必要 条 件 是 4 的 特征 值 全 不 为 零 . 
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性 质 2 ЖАУА 的 特征 值 ，@ 为 对 应 于 特征 值 À 的 特征 向 量 ， 则 
(1)A* 是 方 阵 At 的 特征 值 (% 为 非 负 整数 ) ， 对 应 于 特征 值 A* 的 特征 向 量 是 a; 
(2)kà 是 方 阵 kA 的 特征 值 (上 为 任意 常数 )， 对 应 于 特征 值 КА 的 特征 向 量 是 a; 
(3) ЧА п, A! 是 方 阵 A 的 特征 值 ， 对 应 于 特征 值 和 71 的 特征 向 量 是 a; 
(4) 若 矩阵 4 的 多 项 式 是 Ф(А)= а,А"+::-+а,А+а,Е, 则 方 阵 Ф(А) 的 特征 值 是 p(A) 
(其 中 p(XA)=ajA"+…+tajAtao 是 关于 和 的 多 项 式 ) ， 对 应 于 特征 值 w(A) 的 特征 向 量 是 w 
证 明 因 和 A 是 方 阵 4 的 特征 值 ，a 为 对 应 于 特征 值 的 特征 向 量 ， 故 有 4aw=Aaw 于 是 
(1) А`а= А! (Ао) = А! (Ла) = А(А*!@)= ЛА (Да) = A? Aæ- = Аа, 
所 以 А* 是 方 阵 4* 的 特征 值 ， 对 应 于 特征 值 A 的 特征 向 量 是 a; 
(2) (kA)æ=k(Aæ)=k(àæ)= (kÀ)a, 
所 以 kà 是 方 阵 kA 的 特征 值 ， 对 应 于 特征 值 kA 的 特征 向 量 是 a; 
(3) 当 4 可 闭 时 ， 特 征 值 均 不 为 零 ， 于 是 
A !A=E=A !(Aa)= Ea=AA la=a=A la=)À la, 
ВТ AED E А AREE, XPT ЙЕН 和 71! 的 特征 向 量 是 a; 
(4) 由 (1) 可 知 ， 
Ф(А)а =(a A"+- -+a Ata E)æ=a A"æ+ -+a Aæ+a E 
=а„А"а+--:+а Ла+аа = (ap À" +- +a À +a )ae=@(ÀA)ae, 
所 以 方 阵 2(4) 的 特征 值 是 wp(A) ， 对 应 于 特征 值 p(A) 的 特征 向 量 是 a. 
例 4 193 阶 和 矩阵 的 特征 值 为 1，2，3, :K 2A * -34+2E 的 特征 值 . 
解 НА 的 特征 值 全 不 为 0， 知 4 可逆 , 故 4*=|41471. ПА |=А,А,А;=6, їс 
Ф(А)= А * -34+2E=6A !-3A+2E, 
这 里 ，P2(4 ) 虽 不 是 矩阵 多 项 式 ， 但 也 具有 和 矩阵 多 项 式 的 特性 ， 从 而 可 利用 性 质 2(4) 来 计 
算 2(4) 的 特征 值 . 由 
ф(А)= 6A -3A+2 
得 e( A) 的 特征 值 为 


0 
Ф(1)=6-3+2=5, 9(2)= —-3х2+2=-1, p(3)= -3x3+2=-5 


性 质 3 WR a 与 a, 是 方 阵 4 的 同一 特征 值 A 所 对 应 的 特征 向 量 ， 则 kia) +0, 
(k i. k, 不 同时 为 零 ) 也 是 特征 值 A 所 对 应 的 特征 向 量 . 

证 明 H Aa =Ла,, Аа, =a, 得 

A (kæ +к,0 )=A(k æ )+A(k œ )= k (Aæ )+k (Aa, )= k Aæ +k àa, =À (kæ +k,a,), 

РТИ куа tka (ki, k, 不 同时 为 零 ) 也 是 特征 值 A 所 对 应 的 特征 向 量 . 

性 质 4 BAL, А,, v, À, 是 方 阵 4 的 mm 个 互 不 相同 的 特征 值 ，a ，m ，…， 
是 依次 与 之 对 应 的 特征 向 量 ， 则 aw; а, +, о, 线性 无 关 . 

证 明 用 数学 归纳 法 . 

当 m=1 时 ， 因 特征 向 量 am 头 0， 故 只 含 一 个 向 量 的 向 量 组 a, 线性 无 关 . 

假设 当 m=k-1 时 结论 成 立 ， 要 证 当 m= 时 结论 也 成 ， 即 假设 向 量 组 al о, --- 
a REK, HEHEH а, о, ---, a, 线性 无 关 . 为 此 , < 
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Xæ +505 t +AA tHE, (2=2) 
用 4 左 乘 上 式 得 
xX AQ tr AR, + +x A, tAE, 
即 | 
x À æ +х,А,а+--- +51 Àp- HÀO. (2-3) 
式 (2-3) 减 去 式 (2-2) 的 人 (0, 14 
TATA ау +, (А-А) ++ CATA) E0, 

按 归纳 法 假设 w а, з, о, RETER, х, (А-А) = 0(1=1, 2, --, k-1). 而 
А-А 90(1=1, 2, =, 0-1), РӘ х,=0(1=1, 2, =, k-1), КА (2-2)49 ха = 
0, 1070, ТИ х, =0. 因此 向 量 组 w о, <, а, 线性 无 关 . 

性 质 5 Л, 和 和, 是 矩阵 4 的 两 个 不 同 的 特征 值 , ау, о, ‘~, а, MB, В,, -- 
B, 是 分 别 对 应 于 A 和 А, 的 线性 无 关 的 特征 向 量 , Ше, 05, >, œ, Bi, В, с, В, 
线性 无 关 . (证 明 留 作 习 题 ) 

例 5 Л, МА, 是 矩阵 4 的 两 个 不 同 的 特征 值 ， 对 应 的 特征 向 量 依次 为 w 和 om， 
证 明 aw +а 不 是 和 的 特征 向 量 . 

证 明 按 题 设 ， 有 4ai =Л,а, Аа, =à, 假设 ai +а, 是 4 的 特征 向 量 ， 则 应 该 存 
在 数 入 ， 使 


A(ait+a, )= A( a +a). 


另 一 方面 ， 

А (а +æ, )= À æ +Л,о,. 
TE 

À (œ +æ )= ÀG +Л,а,, 
ИП 


(À -À)ae +(À,j-ÀA)e,=0. 
Ha ža, ау 和 线性 无 关 ， 从 而 由 上 式 得 1- 和 = 和,-A=0， 即 A =А,, 5Ei 
BFA. 因此 a +a, 不 是 4 的 特征 向 量 


习题 4-2 


1. 求 下 列 矩 阵 的 特征 值 和 特征 向 量 : 











| 4:1 

O j 1 А =s I 
(11 0 1 Оу фе L 31 (з)|° ‘Ta 
0 0 3 4 

1 1 O =» ДГУ, 4 
ооо 2 


. 设 4 H n Е, WEH AT Ej A 的 特征 值 相同 . 

. Ù А?2-44+3Е=0, 证 明 4 的 特征 值 只 能 取 1 或 3. 

. 设 3 阶 和 矩阵 4 的 特征 值 为 -1，1，-2, 求 |(24)*+34-2 互 |. 

. 设 3 阶 矩 阵 4 Е |А |=0, |A+2E|=0, |A-E|=0, 求 |4+E|. 
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6. 2 A #0 是 m WIERE A „xn B. 的 特征 值 , WER А 0.5: п ТЕРЕ BA 的 特征 值 . 

7. 设 3 阶 实 对 称 和 矩阵 4 WE К(А)=2 H А?=А, ЖА 的 特征 值 . 

8. 证 明 性 质 5: БА, ЖЛ, ЖЕ А 的 两 个 不 同 的 特征 值 ，a о, ‘~, о, 和 pi， 
В, >, В, 是 分 别 对 应 于 A 和 A, 的 线性 无 关 的 特征 向 量 ， 则 w а, ~, а, В, В, 
=, В, 线性 无 关 . 


第 三 节 ”相似 矩阵 


[ 课 前 导读 ] 
本 节 我 们 介绍 短 阵 相似 的 概念 和 性 质 ， 并 给 出 矩阵 与 对 角 阵 相似 的 充分 必要 条 件 ， 


一 、 方 阵 相 似 的 定义 和 性 质 


我 们 给 出 相似 矩阵 的 定义 如 下 . 
ЖУ ЖА, BEE n MEE, AAMER Р, (E 
P''AP=B, 
ШЖК B ЖА 的 相似 矩阵 ， 或 者 说 矩阵 4 与 B 相似 . 对 4 进行 运算 PAP 称 为 对 4 进行 相 
似 变换 ， 可 逆 矩 阵 己 称 为 把 4 变 成 B 的 相似 变换 矩阵 . 
定理 1 # n IERA Б ВИШ, ША 与 如 有 相同 的 特征 多 项 式 ， 从 而 4 БВ # WH 


同 的 特征 值 . 
证 明 KASB, НЕ P, EP ''AP=B, W 
|B-AE|=|P`'AP-P'!(AE)P|=|P'!(A-AE)P|=|P'` | · |А-АЕ|. |P|=|A-AE]. 


推论 n MIER A 与 对 角 阵 


НД, WAL, Az, o, А, 即 是 4 的 个 特征 值 . 
# п MERA 5 BA, ПР !АР=В, W) A*=(PBP')*=PB'P, 并 且 4 的 多 项 式 
ё(А)=а„А”"+++ауА+ауЕ=а„ (PBP! )”+---+a, (PBP !)+a E 
=a (PB"P '!)+---+a (PBP !)+a E 
=P(a B"”)P !+-..+P(a B)P !+P(a E) P~ 
=P(a,B"+-.+a В+аЕ)Р-! =Рф(В)Р"'. 
ЈИ, АНЕ Р, E РТАР=Л 为 对 角 阵 ， 则 
44=P44P-1，pP(4)= Рр(Л)Р"!. 
而 对 于 对 角 阵 A=diag(A1，A，，…，A,)， 有 
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^\ p(A1) 
К 
Р И, 79 ‚ Ф(А)= ВЕ | 
At Ф(А,) 

由 此 可 方便 地 计算 4 ИСЕ A* 及 4 的 多 项 式 Ф(А). 

有 一 个 很 有 趣 的 结论 : 设 (А) ЖИЕ: А 的 特征 多 项 式 ， 则 

f(A)= О. 

这 个 结论 的 证 明 比 较 困难 ， 但 若 4 与 对 角 阵 相似 ， 则 容易 证 明 此 结论 ， 这 是 因为 : 若 
А БЕНИ, BATINE P, (8 P'lAP=A=diag(À,, А, =, An), ЖНА, ЖА 
的 特征 值 ， 有 f(A,)= 0. 于 是 由 上 面 的 讨论 可 得 

f(A1) 


КА) 


РА) = Pf(A)P '1=P p=POP™=0. 


SAn) 
二 、 方 阵 的 相似 对 角 化 


XIF п 阶 矩 阵 4， 寻 求 相 似 变换 矩阵 已 ， 使 得 4=P14P 为 对 角 
阵 ， 称 为 把 矩阵 А 相似 对 角 化 . 下 面 我 们 要 讨论 的 主要 问题 是 : 如 果 | Ыы ER 
п AERE A 可 相似 对 角 化 ,相似 变换 矩阵 己 如 何 找 ? [в] Я 
假设 n ЕЕЕ А ЗИ, BEARR пр Р, (049 
P''AP=A 为 对 角 阵 ， 我 们 来 讨论 矩阵 己 应 满足 什么 条 件 . 
把 矩阵 己 列 分 块 为 


方 阵 的 相似 对 角 化 





Р=(р,, P2, ч {е 
H P''AP=A, f#AP=PA, Bl 
А; 
À; 
А(р\, Ро, "+ Ba)= (Prs Ро, “5 Pa) 8. = (Ліру, Азро, ts А,р,), 
А, 

于 是 有 

Ap;=Api(i=1, 2, з, n). 


аА, 为 4 的 特征 值 ， 而 P 的 列 向 量 p; 就 是 A 对 应 于 特征 值 A; 的 特征 向 量 . 
反之 ， 如 果 n MERA 恰好 有 nn 个 特征 向 量 ( 例 如 第 二 节 例 1 和 例 3)， 则 这 个 特征 
向 量 即 可 构成 矩阵 了 ,使 得 4P=PA. 并 且 由 第 二 节 性 质 4 和 性 质 5 可 知 ， 这 nn 个 特征 向 量 
必定 是 线性 无 关 的 ， 从 而 了 可逆， 因此 有 P 'AP=A. 
由 上 面 的 讨论 即 有 下 列 定理 . 
定理 2 n MERA 与 对 角 阵 相似 ( 即 А 能 对 角 化 ) 的 充分 必要 条 件 是 4 有 nn 个 线性 无 
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关 的 特征 问 量 . 
由 定理 2 及 第 二 节 的 性 质 4 可 得 下 列 推论 . 
推论 MR n MAER A 的 n 个 特征 值 互 不 相等 ， 则 4 与 对 角 阵 相似 . 

‚ 当 和 矩阵 的 特征 方程 有 重 根 时 ， 就 不 一 定 有 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ， 从 而 不 一 定 能 对 
角 化 . 例如 在 第 二 节 中 ,， 例 2 PEEB 的 特征 方程 有 重 根 ， 但 是 找 不 到 3 个 线性 无 关 的 特 
征 向 量 ， 因 此 例 PERE B 不 能 对 角 化 ;而 例 3 中 和 矩阵 c 的 特征 方程 也 有 重 根 ， 但 能 找到 
3 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ， 因 此 例 3 PERE C 能 对 角 化 . 

例 1 设 








1 0 0 
有 3 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ， 求 x* y 应 满足 的 条 件 . 
解 ” 因 为 矩阵 4 是 3 MERE, MA 3 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ， 所 以 4 可 以 相似 对 角 化 由 


-A 0 1 
-À 1 
[А-АЕ|= 1-А y a-a) |7 -DG 
1 0 -A 








得 到 А 的 特征 值 为 A =A,=1,，As=-1. 
对 应 单 根 A3 =-1， 可 求 得 线性 无 关 的 特征 向 量 恰好 有 1 个 ， 故 对 应 重 根 入 | = 和 ,=1 应 
有 2 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ， 即 方程 (4-E)x=0 有 2 个 线性 无 关 的 解 ， 亦 即 系数 矩阵 4- 


E НК К(А-Е)= 1. 
由 
-1 0 1 1 0 -1 
кк, 0 | 0 5 
1 б =- Ø о 1 
可 知 ， 要 使 系数 矩阵 A-E 的 秩 R(A-E)= 1, 必须 x+y=0. 


习题 4-3 


1. # n WERE A 5 B 相似 , ПЕВ А(А)= А(В) Н |А |= |В. 
2. ЗА, BEE n ИЖЕ, В.А п, ПЕН АВ 与 ВА 相似 . 


1] O O O 
tO 0 
3. ЯШ A= i о op Pe b, «ЧИКИ, ЯНЕ А 可 相似 对 角 化 . 
Z 3 е 2 
1 Жк, cle 2 
4. 已 知 p=| 1 | 是 矩阵 A4=| 5 a 3 | 的 一 个 特征 向 量 . 
| -1 = bb -2 














(1) 求 参数 a,b 及 特征 向 量 p 所 对 应 的 特征 值 ， 
‚124. 


第 四 节 “ 实 对 称 矩 阵 的 相似 对 角 化 


(2)4 能 不 能 相似 对 角 化 ? 并 说 明理 由 . 


Т 5. 
5. ЙА=|0 1 11, ЖА", 
сеј 








6. 83 MERE A МАЈА =2, А, =-2, А =1, ЛЕК У р = 


0 1 1 
1 , рэ = 
1 


1 1 
7. 若 nn 阶 非 零 方 阵 4 Е А*=О(Е 为 正 整 数 ) ， 证 明 A 不 与 对 角 阵 相似 . 


1 0 
8. 如果 矩阵 和 与 互相 似 ，C 与 D 相似 ， 正明 ЗЇ они 


y P3” з ЖЖ А. 














第 四 节 KIERRE РЕНО 


[ 课 前 导读 ] 

根据 第 三 节 内 容 我 们 知道 ， 要 判断 一 个 n 阶 算 阵 A 是 否 可 对 角 化 ， 关 键 在 于 判断 这 个 
БЕ бтп 个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 但 这 不 是 一 件 容易 的 事情 ， 我 们 对 此 不 进行 一 般 性 
的 讨论 ， 而 仅 讨 论 当 А 是 实 对 称 矩 阵 的 情形 . 这 是 因为 ， 关 于 实 对 称 和 矩阵 的 对 角 化 问题 有 
确定 的 结果 : 实 对 称 和 矩阵 总 是 可 以 对 角 化 的 . 下 面 我 们 就 来 具体 讨论 实 对 称 矩 阵 的 对 角 化 . 


一 、 实 对 称 和 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 的 性 质 


性 质 1 实 对 称 和 矩阵 的 特征 值 为 实数 . 

证 明 ” 先 介绍 一 个 记号 . ИЯНЕ х= (х), BR MMRR xj, їп Х=(х„), 
ШЖ: X КЖЕ: X ВОНА РЕ. 

设 复数 A 为 对 称 阵 4 的 特征 值 ， 复 向 量 x=(xi，x ，…，x,) 1 为 对 应 的 特征 向 量 ， 
即 4x=Ax. НА Жл АЖ Ж, х=(хү, х, 5, x, )' 表示 x HRR ш, MA 
为 实 对 称 和 矩阵 ， 有 4=4 K AT=A, FE 

хТАх=х'(Ах) = х'(Ах)= Ak +, 
且 
xTAx=(xTAT)x=(Ax)!x=(Ax)!x=(Ax)!x=(Ax)!x=AÀx!x, 
两 式 相 减 ， 得 
(AÀ-AÀ)x!1x=0. 

H x=0 可 知 


n n 
Fe-S kay |х 1270, 
i=l i=l 


故 A-A=0， 即 入 = 入 ， 这 就 说 明 А 为 实数 . 
显然 ， 当 特征 值 A; 为 实数 时 ， 齐 次 线性 方程 组 
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(А-А,Е)х=0 
是 实 系数 方程 组 ， 由 |А-А,Е|=0 知 必 有 实 的 基础 解 系 ， 所 以 对 应 的 特征 向 量 可 以 取 实 
向 量 . 
性 质 2 ЖА,, А, 是 对 称 阵 4 的 两 个 特征 值 ，p; ，P， 是 对 应 的 两 个 特征 向 量 . 者 
Ai 天 人 2 ， Шр, 5 po IES: 
证 明 EA Ap =А,р,, Ар, =А,р,, À ŻA, НА 对 称 ， 于 是 
А\рїр»=(А\рү)р»=(А\р,)р›= (Ар) p, =P1A"P =p (Ap) = рІ(Ар)= А›рүр›, 
即 
(A1-A2)pip2=0 
{Н A*A, W pip:=0, р 与 ps 正 交 . 


二 、 实 对 称 矩 阵 的 相似 对 角 化 


定理 n 阶 实 对 称 阵 4 必定 正 交 相 似 于 实 对 角 阵 44， 即 存在 正 交 阵 P, 使 P'!AP = 
PT'AP=A， 其 中 A 的 对 角 线 上 的 元 素 是 4 的 n 个 特征 值 . 

此 定理 不 予 证 明 . 

推论 БА п КЕЕ, A 是 4 WREDEN k ER, WERE А-ЛЕ 的 秩 R(A- 
AE)=n-k， 从 而 对 应 特征 值 入 A k PREJ KRE [6] Bz. 

证 明 ” 按 定理 知 对 称 阵 4 与 对 角 阵 A=diag( 和 A1，A2，…，A, ) 相 似 ， 从 而 4-AE 与 4 
—-AE=diag(À -A, А-А, =, А,-А) 10. ЧАА 的 重 特征 根 时 ， Ai, Aa, +, À, 
Xn MEERE k EFA, Ank DEFA, 从 而 对 角 阵 A-AE 的 对 角 元 恰 有 上 天 个 
等 0， 有 n-k 个 不 等 于 0， 因 此 R(A-AE)=n-k 由 习题 3-3 的 第 3 题 知 ，R(A-AE)= 
R(A-AÀE)= n-k. 

依据 定理 及 其 推论 ， 有 如 下 将 对 称 阵 4 对 角 化 的 步 又: 

(1) 求 出 А 的 全 部 互 不 相等 的 特征 值 和 | А„, 和 A,， 它 们 的 重 数 依次 为 ki, kz, 
,k(thks t+ +k =n); 

(2) 对 于 每 个 重 特征 值 和 A;,， 求 方程 (A-A;E)x=0 的 基础 解 系 ， 得 〖, 个 线性 无 关 的 
特征 向 量 ， 再 把 它们 正 交 化 、 单 位 化 ， 得 ,个 两 两 正 交 的 单位 特征 向 量 . 因 +hks +…+k， 
=n， 故 总 共 可 得 nn 个 两 两 正 交 的 单位 特征 向 量 ; 

(3) 把 这 个 两 两 正 交 的 单位 特征 向 量 构 成 正 交 阵 P 了 , 便 有 P-1AP=P TAP=A. 注意 A 
中 对 角 元 的 排列 次 序 应 与 P 中 列 向 量 的 排列 次 序 相对 应 . 








1 心 2 
例 1 REÆREA=|0 -1 0|, REZE P ,使 得 P14P=P' AP 为 对 角 阵 . 
3 0 32 
解 由 
1-А 0 2 
|А-АЕ|= -I-A 0 |=-(А-4)(А+1)?=0 


3 0 2-А 
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得 特征 值 为 A =4，A; =А=-1. 
对 特征 值 A =4， 解 齐 次 线性 方程 组 (4-4E)x=0， 由 











-3 07 2 1 E 
А-4Е = = Z 
А Н ° -i O 
оо о 
2 
2 YB 
取 特 征 向 量 为 w =| 0 | ， 单 位 化 ， 得 7 = 一 一 一 ai =) 0 
š læ || 
ЛЗ 


МИА А,=А,=-1, ЖЭКА (А+Е)х=0, H 


2 0 2 1 O 
0 0 о-о 0 о, 
3.0 3 0.0.0 


А+Е= 

















0 =j 
取 特 征 向 量 为 a, = | “| . 由 于 @& 与 a, 已 经 正 交 ， 所 以 只 需 将 这 两 个 向 量 单位 
0 1 
化 ， 得 
_ 2 
0 i 2 
т=0,=|1 |, p=] 0 |. 
Га; | 
о 2 
2 
2 42. 
wass 0 — анаң 
| V13 2 4 
Ж Р= (7, m, m)=| 0 1 0 | -1 | 
3 @ ih 
МЗ. 2 
> í H 
82 ЖА=|1 2 1|, RAL 
1 1 9 
À, 
解 ” 因 为 4 是 实 对 称 阵 ， 从 而 可 求 一 个 正 交 阵 已， 使 得 P''AP=A= À; > 


Ж А|, А,, А, 是 4 的 全 部 特征 值 . 于 是 


41=(P4P-1)10=P4I0P-! =P41I0PT 
由 
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|A-AE |= =-(А-4)(А-1)?=0 








得 特征 值 为 A) =4, А,=А, = 1. 
对 特征 值 和 | =4， 解 齐 次 线性 方程 组 (4-4E)x=0， 由 


| 1 Ú í“ =] 
1 -2 1]—|0 =, 
1 1 = 


— 


A-4E= 





l 








б aa = 2 


取 特 征 向 量 为 w = |1 ,单位 化 ， 得 p= 了 wj- 
1 
3 
对 特征 值 和 ,=A3=1， 解 齐 次 线性 方程 组 (A-E)x=0， 由 
111 E 3.3 
“| 1 | 0 中 
L 1 1 0 0 0 


=] =i 
uamsa |, alo] 
0 1 
先 将 а, 与 оз 正 交 化 , $ 
j (as, B2) Т Т АИ 
В. =a, = ‚ Вз =а3-2—2——248,= кке Шо ре ыр |; 
“р TAT D |, |2 2| > 
F B, Bs 单位 化 ， 得 








6 
_ 2 TE 
1 a 1 /6 
ы үч | 
0 v6 
3 
Уз _/2 6 
3 2 6 
4 
ФЕ Р=(р\, р,, P3)= _ 3 E ‚ W P AREXE, HA= 1 | 
; 1 
5 6 
з Ü 3 
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从 而 
4 0 419 4042 410-1 40-1) 
“| | | "| 1 ү 410+2 єч) 
l 1 410-1 40-1 4142 
习题 4-4 
1. 试 求 正 交 阵 己 ， 将 下 列 对 称 阵 化 为 对 角 阵 : 
| 2 2 -2 
(Yi 2 01 (9312.2 8 5 
i: 02 -2 -4 5 
ор. 9 
2. | 2 2|, Ж Ф(А)= 49-64% +54*. 
3 2 1 
3. 设 3 КНЕ А 的 特征 值 为 A=3，A; =-3, А, =0, ЭЛТ AI, А, 的 特征 向 量 
1 2 
waone], m am 
2 -2 
0 -1 4 
4. ЮР А=|-1_ 3 a|, 正 交 和 矩阵 书 使 得 PTAP ЯМА, ШЖ P 的 第 一 列 为 
4 a 0 








E 
ri БАЛ 
5. 设 3 阶 实 对 称 矩 阵 4 ШЖ К(А)=2, H. 


Е. 0 =] 1 
о QI 0. 0, 
= 1 l 1 


(1) 求 4 的 所 有 特征 值 与 特征 向 量 ; (2) 求 矩阵 A. 
6. Ё х=(х1, х, s Z.) s # 0; A=xx!, 

(1) 证 明和 =0 是 矩阵 4 的 n-1 重 特征 值 ; 

(2) 求 4 的 非 零 特 征 值 及 个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 


А 
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[ 课 前 导读 ] 
已 知 平面 恨 :上 一 条 曲线 的 方程 为 3x2+3yY2+4xy=1， 为 了 求 曲 线 上 到 原点 的 距离 最 长 和 
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最 短 的 点 ， 可 以 先 选 择 适 当 的 坐标 旋转 变换 


or Р. 
y=x'sin0+y'cos0, Tg” 
A2 „ЧУ? , 
Pp 
202,002, 
y= 2. x 2 y kd 


将 曲线 方程 化 为 标准 方程 : x+5y" =1. 显然 ， 这 是 一 条 椭圆 曲线 ， 从 而 曲线 上 到 原点 的 
1 
距离 最 长 和 最 短 的 点 分 别 可 取 ( 土 1， ожо. =] 
从 代数 学 的 观点 来 看 ， 上 述 化 曲线 的 一 般 方 程 为 标准 方程 的 过 程 ， 就 是 通过 变量 间 非 退 
化 的 线性 替换 把 一 个 二 次 齐 次 多 项 式 化 简 为 只 含有 平方 项 的 过 程 . 这 样 的 问题 在 许多 实际 问 
题 或 理论 问题 中 常常 会 遇 到 .本 节 对 含 妹 个 变量 的 二 次 齐 次 多 项 式 进行 一 般 的 讨论 ， 研 究 如 
何 利用 变量 间 非 退化 的 线性 替换 将 二 次 齐 次 多 项 式 化 简 为 只 含有 平方 项 的 二 次 多 项 式 . 


一 、 二 次 型 及 其 标准 形 的 定义 


定义 1 含有 个 变量 x х, ，…，x，, 的 二 次 齐 次 多 项 式 
MEST хә, Уч ж„)= аүүх{+2а,у5у%›+2а@уу%үху++°+#2а , 1515.1 T2G 1 EE, + 


2 
Q22X2 ”十 2a23X2X3 十 … 十 2Q2 nm 1X1Xn -1 十 2Q2nX2Xn 十 


(5-1) 
2 
а 1-1 ‚п-1®п-1 +2а,-1 nani An 
2 
G, пп 


称 为 二 次 型 . 如 果 所 有 系数 a (11, jn) 均 为 实数 ， 则 称 二 次 型 为 实 二 次 型 .特别 地 ， 
WMR n Ju IE f(x ，x，,，…，x ) 只 含有 平方 项 ， 即 
Кал, 09, 7, Ea) = БАЕ ха, 
称 这 样 的 二 次 型 为 二 次 型 的 标准 形 . ПИЈЕ BJ 2 К, А, +, k, 只 在 1，-1, 0 三 
个 数 中 取 值 ， 也 就 是 
Ж, Sa =; я), I [SP 
就 称 其 为 二 次 型 的 规范 形 . 
在 式 (5-1) 中 ， X} j>i Жа; =ау, 则 2а„хх,=аухх,+аңцху®, 于 是 式 (5-1) 可 写成 
ДЖ, mos 1s Xp) ар tapti tetant tt 
ахх +a, x +a Xa% + +A 9%, t 
+ (5-2) 
а 15,1 +a X,t H +a, X, 
= s a ;;x;x;. 


i, ј=1 
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利用 矩阵， 二 次 型 式 (5-2) 可 以 表示 为 
三 =xi(Qa1IXI+QI2X2 十 … 十 QinXn ) + (аху +азх + +аз, х) 十 … 十 Xn( anx tapt +A nnn) 
Ay% taj% tta Xn 
z Q21X1 十 Q22X2 十 "… 十 Q2nXn 
= (х, х, чеч 4) 


ap ъа Xt +A nn% 


ат ар "ар || 
а an An || 2 
=(х\, х), , sa) š 
anl а 2 а пп x, 
记 
а an Qin xı 
ды а21 Без а = X2 f 
Cnl an2 k Ann x, 
则 二 次 型 可 记 作 Кх)= х'Ах, 
其 中 4 为 对 称 阵 . 
例如 ， 二 次 型 f=x1-3x2-4x x. taa 用 和 矩阵 记号 写 出 来 ， 就 是 
1 -2 0 
И 
Юю м = 
К; хә, хз)= (x), X>, хз) 2 ||x2 |. 
1 х 
Ü — +3 3 
Z 


任 给 一 个 二 次 型 ， 就 唯一 地 确定 一 个 对 称 阵 ; 反之 ， 任 给 一 个 对 称 阵 ， 也 可 唯一 地 确 
定 一 个 二 次 型 . 这 样 ， 二 次 型 与 对 称 阵 之 间 存 在 一 一 对 应 的 关系 . 因此 ， 我 们 把 对 称 阵 A 
叫做 二 次 型 x)=x"Ax МЕРЕ, ШЙ х) = x Ax 叫做 对 称 阵 4 的 二 次 型 . 对 称 阵 A 的 秩 
就 叫做 二 次 型 f(x)=x'Ax 的 秩 . 显然 ， 标 准 形 的 矩阵 是 对 角 阵 . 


二 、 用 正 交 变 换 化 二 次 型 为 标准 形 


对 于 二 次 型 ， 我们 讨论 的 主要 问题 是 ， 寻求 可 逆 的 线性 变换 
Xy 三 CI1Y1 十 Cl12Y2 十 … 十 Clnyny 
х 三 C21Y1 二 CC2272 十 … 十 C2nyn， (5-3) 


X, 二 Cnlyl соу +С У, ? 


其 中 cj(1<i, j<n) 均 为 实数 ,将 二 次 型 f(x)=xTAx 化 为 标准 形 . 
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Yı 


їй С=(с), y=|”2 |， 把 可 逆 变 换 式 (5-3) 记 作 


х=Су, 
IRA f(x)=x"Ax, 有 
f(x)=x"Ax=(Cy)"ACy=y"(C"AC)y=y"By=g(y). 
如 果 二 次 型 g(y)=y'By ERE, MERE В = СТАС 是 对 角 阵 . 

定义 2 RAABE n MER, FAAEE C, {# B=C'AC, WREE A -5 В 
合同 . 
显然 ， 和 矩阵 间 的 合同 关系 是 一 个 等 价 关 系 ， 满 足 
(1) 反 身 性 : 每 一 个 方 阵 都 与 它 自身 合同 . 这 是 因为 4=E'AE. 

(2) 对称 性 : 如 果 有 4 与 B 合 同 , 则 B 与 4 也 合同 . 这 是 因为 由 B=C'AC 及 矩阵 C 可 
道 可 得 A4=PTBP， 其 中 P=C-l. . 

(3) 传 递 性 : WRA УВЕ, B 与 C 合同, 则 4 与 C 也 合同 . 这 是 因为 由 B=P'AP 
Ж С=О"ВО 可 得 C=(PO)T4(PO). 

容易 证 明 ， 若 4 为 对 称 阵 ， 则 В= СТАС 也 为 对 称 阵 ， 且 R(B)=R(4)( 证 明 留 给 读者 
作为 练习 ). Нпр, пр х= Су 后 ， 二 次 型 f(x)=x'Ax 的 矩阵 由 4 变 为 与 4 合 
同 的 矩阵 CI4C， 且 二 次 型 的 秩 不 变 . 

要 使 二 次 型 (х) = х Ах 经 可 道 变 换 x=Cy 变 成 标准 形 ， 就 是 要 使 矩阵 召 =CT4C 是 对 
角 阵 . 因此 ， 我 们 的 主要 问题 就 转化 为 : FIREA, PRIE C, E СТАС 为 对 
FARE. 这 个 问题 称 为 把 对 称 和 矩阵 合同 对 角 化 . 

由 第 四 节 的 定理 可 知 ， 任 给 对 称 阵 A4， 总 有 正 交 阵 P, 使 P14P=PTAP=A. 把 此 结论 
应 用 于 二 次 型 ， 即 有 下 列 定理 


定理 ， 任 给 二 次 型 广 yuxix(a =ai) ， 总 有 正 交 变换 x= 妃 ， 使 化 为 标准 形 
i, ј=1 


J=A1y1+A272+…+Anyn， 
Жер Ау, Ау, с, À, FES ERE A = (ay) НЧЕ. 
Hi EAn WORM f(x)=x"Ax(AT=A), 总 有 可 道 变换 x=Cz, 使 f( Cz) 为 规 
范 形 . 
ШЕВ 按 定理 ， 有 I 
/ОРу)= у'Ау=А ут+Азуз+---+А „у, 
É KE УЖ рг, ШЖ ЙЕН РИИ r ATKO, ЖЮ A 30, Л, #0, =, А,=#0, 


Дек =, < 


r. 


kı 
1 A 
kz — lr 
K= ? 其 中 Е; = МТА; Í 
1 Бег, 
Ё 
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MUJ K 可逆 ， 变换 y= 用 把 f(Py) 化 为 
f(PKz)= (Kz)"A(Kz)=z"(K"AK)z, 





而 
K"AK=di 125 к. а т) o) 
la ... ... ç 
Aa ТАГ" TP ' 
记 C=PKE， 即 知 可 逆 变 换 x=Cz A 
a À; T 
(cosa Ua T 


例 1 求 一 个 正 交 变 换 x=Py， 把 二 次 型 
f=2x?+2x3+2x3 +2хүх,+2хуху+2хухз 
化 为 标准 形 . 
解 二 次 型 的 矩阵 为 











这 与 第 四 节 例 2 所 给 的 矩阵 相同 ， 按 照例 2 的 结果 ， 有 正 交 阵 
УЗ 2 v6 
З 2 6 
р-1У3 2 _У6 
3 2 6 |” 
5 o “€ 
3 3 
使 
4 
аа 1 | 
1 
于 是 有 正 交 变 换 
УЗ 2 6 
3 2 6 
ig 者 Ж И 
“жэ жү" 
3 B Р 6 Уз 
3 3 


把 二 次 型 f 化 成 标准 形 
f=4y?+y3+y3. 
如 果 要 把 二 次 型 f 化 成 规范 形 ， 只 需 令 
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即 得 /的 规范 形 


f=z? +z?+22. 
三 、 用 配方 法 化 二 次 型 为 标准 形 


用 正 交 变换 化 二 次 型 成 标准 形 ， 具 有 保持 几何 形状 不 变 的 优点 ， 而 对 于 研究 二 次 型 的 
正定 性 来 说 ， 还 可 以 不 用 正 交 变换 ， 只 用 可 逆 的 线性 变换 zx= 书 把 二 次 型 化 成 标准 形 . 下 
面 举例 来 说 明 求 可 道 变 换 x=Py 中 和 矩阵 P 的 具体 方法 ,这 种 方法 称 为 配方 法 . 

例 2 化 二 次 型 

/=хЇ+2х%+5х%+2х\|ху+2х\|ху+6хух» 
成 标准 形 ， 并 求 所 用 的 变换 矩阵 . 
解 由 于 /中 含 变量 xi 的 平方 项 ， 故 把 含 xi 的 项 归并 起 来 ， 配 方 可 得 
f =х1+2хүх›+2хүху+2х% +5х% +6бхух» 
=(хү+ху+ху)?—х2—з4-—2хуху+2х5 +5x3 +бх)х» 
= (ху+хә+хз)2+02+402+4хх3, / 
上 式 右 端 除 第 一 项 外 已 不 再 含 1. 继续 配方 可 得 


f=(%1tx2t%3) +(x+2xs)2. 


5 
yi =%1 十 YX2 十 х3, 
Р. ®›+2ху, 
а х3, 
ИП 
ti =y Yt Уз» 
S Y27273, 
у= Уз, 
就 把 f 化 成 标准 形 ( 规 范 形 )f=y?+y3， 所 用 变换 矩阵 为 
Ë ol 1 
-|o 1 -2|(|C|=1z0). 
о о 1 





йз 化 二 次 型 
/= 2хуху+4хуху—6х›)Х%з 
成 规范 形 ， 并 求 所 用 的 变换 矩阵 . 
解 在 f 中 不 含 平方 项 由 于 含有 х, х, 乘积 项 ， 故 令 


xı =YI+7y2， xı £ J бү 
х)=уү-у, ж |=|1 -1 0|7 |, 
о Ó Uia 








%3 =Y3, %3 
代入 可 得 

Ј= 2у-2у5-2уууз+10ууз. 
再 配方 ， 得 
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J S. ыд» 
4-5») 4-5») +1273. 


5 
1 
аут Уз» 
5 
2 =У2— Уз, 
23 = Уз, 
于 是 
1 1 
У 211723 y В D 21 
Ë = 5 
= ж» 0 1 一 2 |» 
Уз - 23 
323, O о 1 
于 是 ， 二 次 型 化 为 标准 形 
f=2z?—2z2+12z2. 
再 令 
1 
— 0 
(= (22), 21 a №1 
1 
ш,=4/22,, Вр 22 = 0 Үл Wa 
Wz =V 1223, 23 1 Wa 
0 0 — 
м 12 


就 把 二 次 型 化 为 了 规范 形 








所 用 变换 矩阵 为 
A t Q е „Л. 
‚1 al 0 > A йб D 
Cad сө, Š E =|— -= рае, 
РУ = 2 z. г 12 1 
0 0 1 a 
12 V12 


一 般 的 ， 任 何 二 次 型 都 可 用 上 面 两 例 的 方法 找到 可 道 变 换 ， 把 二 次 型 化 成 标准 形 ( 或 
规范 形 ). 


习题 4—5 


1. 试用 矩阵 记号 表示 下 列 二 次 型 : 
(1)/=2х1-2х3+х3-4х|ху+4хух; +6хух» ; 
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(2)/=-х?+2у°-3:°+2ху-бха-4ул; 

(3)/=х}-3х4-2х|х›+бхух;. 

2. 求 一 个 正 交 变换 化 下 列 二 次 型 成 标准 形 : 

(1)/=2х1+2х2+2х3-2х)хз; 

(2) = 2хух,+2х,х+2х,х3; 

(3) = 2х2+5х2+5х2+4хух,-4хухз 823. 

3. 证 明 : 二 次 型 fF=xT4x 在 xll=l 时 的 最 大 值 为 矩阵 4 的 最 大 特征 值 . 
4. 用 配方 法 化 下 列 二 次 型 成 规范 形 ， 并 写 出 所 用 的 变换 矩阵 : 

(1)f(x1, %2, х)=х1+2хух›-2хухз; 


(2)/Ку, £z, %)= 2х2 +х3+4х%+2хуху-2хух;. 
5. ВЯ f- ad [22] 02.) а-а) š 


(1) 求 它 所 对 应 的 矩阵 4 及 其 秩 R(A) ; 
(2)`4 R(A)= 2 时 求 正 交 变 换 x=Qy， 使 得 二 次 型 可 化 为 标准 形 . 
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[ 课 前 导读 ] 
一 个 实 二 次 型 f/=x'Ax 总 可 以 经 过 可 逆 的 变量 蔡 换 化 为 标准 形 ， 但 是 标准 形 并 不 是 唯 
一 确定 的 . 例如 第 五 节 例 3 中 的 二 次 型 


f= 2x1X3+4X1X3—OX x3 , 


如 果 令 

] ` @- © 

5А ? УІ 
— 1 1 

x |=| 3 Yar э 
1 

X3 Уз 
— 1 -1 
3 


MAREE S= -6)3+6)3. 与 第 五 节 例 3 中 得 到 的 标准 形 作 比 较 我 们 发 现 ， 虽 然 用 不 同 


的 可 逆 变 量 替换 ， 二 次 型 的 标准 形 不 同 ， 但 在 不 同 的 标准 形 中 ， 正 系数 的 个 数 相 同 ， 负 系 
数 的 个 数 也 相同 . 这 并 不 是 偶然 现象 ， 这 一 节 我 们 将 对 此 作 一 般 的 讨论 . 


一 、 惯 性 定理 


定理 1 设 有 二 次 型 广 xI4r， 它 的 秩 为 >， 有 两 个 可 逆 变 换 
х=Су 及 x=Pz 


/=®Һу+Ьуз+ + +К,у?( 有 天 0) ， 
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及 
f=A1z? +А22+---+А22(Е,30), 
ШЕ, ，…， k, 中 正 数 的 个 数 与 A ，…，A 和 ,中 正 数 的 个 数 相 等 . 
这 个 定理 称 为 惯性 定理 ， 这 里 不 予 证 明 . 


二 、 正 定 二 次 型 与 正定 阵 


二 次 型 的 标准 形 中 正 系数 的 个 数 称 为 二 次 型 的 正 惯性 指数 ， 负 系数 的 个 数 称 为 二 次 型 

的 负 惯 性 指数 ,， 若 二 次 型 的 正 惯性 指数 为 p， 秩 为 r， 则 j 的 规范 形 便 可 确定 为 
ау туару 

科学 技术 上 用 得 较 多 的 二 次 型 是 正 惯性 指数 为 п 或 者 负 惯 性 指数 为 n 的 nn 元 二 次 型 ， 
我 们 有 下 述 定义 . 

定义 ” 设 有 二 次 型 /=x'Ax， 如 果 对 于 任何 x 承 0， 都 有 f(x)>0( 显 然 f(0)= 0)， 则 称 
二 次 型 f 为 正定 二 次 型 ， 并 称 对 称 阵 А 是 正定 的 ; 如果 对 任何 x0 都 有 f(x)<0， 则 称 二 
次 型 为 负 定 二 次 型 ， 并 称 对 称 阵 4 是 负 定 的 . 

定理 2 nn 元 二 次 型 f=xTAx 为 正定 的 充分 必要 条 件 是 它 的 正 惯性 指数 等 于 n， 即 它 的 
规范 形 的 nn 个 系数 全 为 1. 

证 明 设 可 逆 变 换 x=Cy 使 


f(x)= КСу)= У, kon. 
= 
先 证 充分 性 . Ў k.>0(i=1, 2, =, n), IEA x#0, W|y=C'x=0, й 


f(x)= У, kiy? >0. 
i=l 


再 证 必要 性 . 用 反 证 法 : 假设 有 上 所 0， 则 当 y=e,( 单 位 坐标 向 量 ) 时 , /( Ce )= Е, <0. 
显然 Ce 0, X5 /为 正定 相 矛 盾 . 这 就 证 明了 ,>0(i=1,2,…,n). 

由 定理 2 立即 可 以 得 到 下 面 两 个 推论 . 

推论 1 对 称 阵 4 为 正定 的 充分 必要 条 件 是 : А 与 单位 矩阵 五 合同 . 

推论 2 ”对 称 阵 4 为 正定 的 充分 必要 条 件 是 : A 的 特征 值 全 为 正 . 

定理 3 ”对 称 阵 4 为 正定 的 充分 必要 条 件 是 : A 的 各 阶 顺 序 主子 式 都 为 正 ， 即 
Gip s Bia 


a >0, >0, 














а an 


ал атп 


对 称 阵 为 负 定 的 充分 必要 条 件 是 : 奇数 阶 顺序 主子 式 为 负 ， 偶 数 阶 顺 序 主 子 式 为 
IE, 即 
аР 17 rg 


(-1)' > [>00= 1, 2, --= п). 








ХЛЕБ А BAZ EREM РЕН. 
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例 1 К flx, х, ха) = —2x1-6x2-4x2+2x x; +2x x, 的 正定 性 . 
E ”此 二 次 型 的 矩阵 为 





它 的 各 阶 顺 序 主子 式 为 
-2 1 1 
а =—2<0, =11>0, 1 -6 0 |=-38<0, 
Г FA бр = 








所 以 ， 该 二 次 型 是 负 定 的 . 
例 2 БА KEE, WEH 4 一 也 是 正定 矩阵 . 
证 明 因为 4 正定 ， 所 以 47=4， 从 而 
(CA) = (AtA, 
А УЗЕМ КЕРЕ. ; 
又 由 于 4 EE, fffEn| P, (#44 РТАР=Е. 5р0, 198] 
РТ!А-!(РТ)-! =Е. | 
&(PT) =Q, ШО Е, Ніде 
Q'A !Q=E, 
B P) A ЛЕХ RE RE. 


习题 4-6 


1. Ж /=х2+х2 +252 +2ax x, +2x x, +2x,x, 为 正定 二 次 型 ， K a. 

2. 判定 下 列 二 次 型 的 正定 性 : 

(1)/=-2х1-6х1-4хї%+2хух›+2х\х»; 

(2)/= 5х1+х3ў +5х%+4хүху—-8х|ху—-4хухз; 

(3) (х1, x2, x3)= 2х1+3х5+3х%+4х„х. 

3. BAA Уп ИЕ, D п 阶 对 角 阵 且 对 角 元 全 非 负 ， 证明 A+D 也 为 正定 阵 . 

4. 证 明 对 称 阵 4 为 正定 的 充分 必要 条 件 是 存在 可 逆 和 矩阵 U, 使 A=U"U， 即 4 与 单位 
B£ E AM. 

5. BA C Æ п ИЕ, А 5 n MEERE, WEH САС" 也 是 正定 矩阵 

6. А ж n WEER, W% k>0, 证明 kA 也 是 正定 矩阵 . 

7. 设 4 是 m 阶 正定 矩阵 ,4 “是 4 的 伴随 和 矩阵 ,证明 A* 也 是 正定 和 矩阵 


8. А, BASH т, n 阶 正定 矩阵 ， 试 判定 分 块 矩阵 с=[ м 是 否 为 正定 矩阵 
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向 量 的 内 积 、 
长 度 及 正 交 性 


区 铀 向 量 的 内 积 、 长 度 、 正 交 、 标 准 正 交 基 、 正 交 矩 阵 等 概念 
Ж % #1» Ж 





方 阵 的 特征 值 
与 特征 向 量 


相似 矩阵 


实 对 称 和 矩阵 的 
相似 对 角 化 





匿 铀 方 阵 的 特征 值 与 特征 向 量 的 概念 - 
图 制 方 阵 的 特征 值 与 特征 向 量 的 性 质 
锻 泣 方 阵 的 特征 值 与 特征 向 量 的 求法 





CER) 4842 3E B: 65 E A e bt JÉ 
аа B *[ 484234 Ж 465 EAA 


(TAR 5 xT AR AE B: 60) h 48 4Ë 5 3k AE 6) E 65 bk JÉ 
азрага Ж я] fÀ Мб УЖ 


а-ал рвет. жан 
FE я] z 2 ж сун 
@ ж) жеу ижат 











FAMER 
食 剧 二 次 型 的 正定 性 及 其 判别 法 
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第 四 章 “ 相 似 矩 阵 及 二 次 型 


e 拓展 阅读 


Fibonacci 数列 的 通 项 


1202 年 ，Fibonacci 在 一 本 书 中 提出 一 个 问题 : 如 果 一 对 兔子 出 生 一 个 月 后 开始 繁殖 ， 
每 个 月 生出 一 对 后 代 ， 现 有 一 对 新 生 兔 子 ， 假 定 兔子 只 繁殖 没有 死亡 ， 问 第 大 月 月 初 会 有 
多 少 对 兔子 ? 

aie 为 单位 ， 每 月 免 子 的 “对 ” 数 构 成 一 个 数列 ， 这 便 是 著名 的 Fibonacci 数列 
к 1, 1, 2, 3, 5, ---, Е, =ç ЖАШ PEO, F.=1, F.smF,a+FE,(b=0, 

A 下 面 ， 我 们 借助 于 和 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 来 求 Fibonacci 数列 的 通 项 F... 

p Fibonacci 数列 满足 的 条 件 ， 我 们 给 出 这 样 一 个 关系 式 

кер 
P= bas 


А 4-| а; = эм (К=1, 2, А =). а= | -(0). 
1 0 F, F.) \0 


k=0, 1, 2, +. 





由 上 式 递 推 可 得 Aa k=l; 2, 3, 
+2 Ж Fibonacci 数列 的 通 项 Е, 的 问题 就 归结 为 求 44 的 问题 由 
1-A 1 
|A-AE|=| |=a?-a-1=0 
1 -A 
得 矩阵 A 的 特征 值 为 бе = = 
л, л 
对 应 的 特征 向 量 分 别 为 Аа ё). 


令 P=(é! ё,)= К 9 则 有 Р!АР=А, Ф 
(^i i [1 = 加 
0 лай 

"ñ міт à% y ç т [АТ АЙТ" A AF121 AR 
А-А; 1 八 0 À, ) А-А А-АА AAAA 
Fir а 1 (AFTA! A AKALAR (1 i [АРА 
=Q, = Qn = = 
F, | 0 А-А Aša: RA JO А,-А„| AF- 


得 Fibonacci 数列 的 通 项 为 


ду Í A PO [5], 
т ER /5|\ 2 2 





从 而 有 





А*=РД*Р”! = 
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测试 题 四 





一 、 填 空 是 
98 

1. 如 果 和 矩阵 4=|2 x 6| 正 定 ， 则 * 的 取 值 范围 是 
3 6 x 








2. BEA f=a(x1+x32+x3)+4x ix; +4x |x; +4хуху 经 正 交 变 换 X=PY 可 化 成 标准 形 f=6%, 
则 a= ' 

3. 已 知 实 二 次 型 (ху, ху, х3) = хТАх AREXEK X=PY TAHR -у2-у2+2у2, 
则 和 矩阵 43-34 = 

4. 已 知 3 阶 和 矩阵 4 的 特征 值 为 1，2，3， 则 |43-542+74 | = 

5. 设 3 MERE A 的 特征 值 为 2，3，A. 若 行列 式 |24|=-48， 则 和 = 

二 、 选 择 题 

1. Ж Ау, А, 是 矩阵 4 的 两 个 不 同 的 特征 值 ， 对 应 的 特征 向 量 分 别 为 w а, ао, 
Ala +a, ) 线 性 无 关 的 充分 必要 条 件 是 ( ). 

А. А #0 В. А, #0 С. Аү=@ D. A,=0 


' -1 
2. 设 和 A=2 НИШ A 的 一 个 特征 值 мар л) 有 一 个 特征 值 等 于 ( 。 ). 








4 3 1 1 

А. = В. 元 с. = D. т 
1 а 1 Š 0: i 

3. enle b А Ь sat nt ). 
1а 1) 0 оо 

А, а= 0, b=2 В. a=0, b 为 任意 常数 

С. а@=®2,. hed D. a=2, b 为 任意 常数 

4. 设 4 为 4 阶 实 对 称 和 矩阵， А?+А=0, ÆA 的 秩 为 3， 则 4 相似 于 ( 


> 
з, 


° 
Бы 





2 =} =j 1 0 о 
-1 25-11, В=|0 1 0|, ША 355. B( ў; 
о 0 0 
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测试 题 


A. 合同 ， 且 相似 B. 合同 ， 但 不 相似 
C. 不 合同 ， 但 相似 D. 既 不 合同 ， 也 不 相似 
三 、 解 答题 


1. п MERA, ВД R(A)+R(B)<n, 证 明和 与 B 有 公共 的 特征 值 ， 有 公共 的 特 
征 向 量 . . 

2. МА 为 正 交 阵 ， 且 |4|=-1, 证 明 A=-1 是 4 的 特征 值 . 

3. RA, BHMA n ЕЕЕ, НА BJ n 个 特征 值 两 两 互 异 ， 如 果 4 的 特征 向量 恒 为 B 
的 特征 向 量 , 证 明 : АВ = ВА. 

4. n KIEA 可 逆 ， 且 与 慰 阶 方 阵 如 相似，4”、 下 "分 别 是 矩阵 4 与 矩阵 如 的 伴 
КЕЖЕ РЕ, ВЕНА" 与 B* 相似 . 
1-11 
х 4 у 
-3 -3 5 
征 值 ， 试 求 一 个 可 逆 阵 了 P， 使 PAP 为 对 角 阵 . 

6. 已 知 实 二 次 型 f(x| х, х3) = хТАх 经 正 交 变换 及 =PY 化 为 标准 形 Ку, у, Уз) = 
-у1-уз+2у3, HP Х=(хү, x3, x3)", А 为 实 对 称 和 矩阵 ， 相 应 于 特征 值 2 的 特征 向 量 为 
a=(1, 1, -1)!, ЖЖ А 及 所 用 的 正 交 变换 х = Py. 

x 


4 


2 


5. WE A= ‚ СМА 有 3 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ，A=2 是 4 的 二 重 特 








u 


7. 求 一 个 正 交 变换 | у|=Р| v|, 将 二 次 曲面 方程 x*+3y?+z*+2xy+2xz+2yz=4 化 为 标准 


v 














w 


形 方程 ， 并 问 该 二 次 曲面 是 什么 类 型 的 曲面 . 
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第 五 章 ”线性 空间 与 线性 变换 


第 一 节 ”线性 空间 的 定义 与 性 质 


[ 课 前 导读 ] 

线性 空间 ， 又 称 向 量 空间 ， 是 线性 代数 中 的 一 个 基本 概念 ， 是 线性 代数 研究 的 基本 对 
象 .在 第 三 章 中 ， 我 们 把 有 序数 组 叫做 向 量 ， 并 介绍 过 向 量 空间 的 概念 . 在 这 一 节 中 ， 我 
们 要 把 这 些 概念 推广 ， 使 向 量 及 向 量 空间 的 概念 更 具 一 般 性 , 


一 、 线 性 空间 的 定义 


定义 1 设 V 是 一 个 非 空 集合 ，R 为 实数 域 . 对 于 任意 两 个 元 素 
Qa, BeV, 在 V 中 总 有 唯一 确定 的 一 个 元 素 7 与 之 对 应 , 称 为 a 与 B 
的 和 ， 记 作 y=a+B. 对 于 R 中 任 一 数 和 与 V 中 任 一 元 素 a， 在 V 中 总 
有 唯一 确定 的 一 个 元 素 6 与 之 对 应 ， 称 为 和 与 ea 的 数量 乘积 ， 记 作 
б=Ла. 如 果 这 两 种 运算 满足 以 下 八条 运算 规律 ( 设 w,，B，7yesTi А, ne R): 

(1) 加 法 交换 律 q+B =B+a; 

(2) 加 法 结合 律 (e+B)+y=a+(B+7Y) ; 

(3) 在 了 中 存在 零 元 素 0， 对 于 任何 wesTY， 都 有 a+0=w; 

(4) 对 于 任何 aeV， 都 有 @ 的 负 元 素 BeV, 使 &+B=0; 

(5)la=e; 

(6)АСше)= (Аш. уе; 

(7) À+u)a=À)a+ua; 

(8)A(a+B)=Aa+AB. 
那么 ,了 就 称 为 实数 域 R 上 的 线性 空间 . 

线性 空间 中 满足 上 述 8 条 规律 的 加 法 及 数 乘 运算 ， 统 称 为 线性 运算 . 线性 空间 有 时 也 
被 称 为 向 量 空间 ,但 是 与 第 三 章 中 的 向 量 空间 不 同 ， 前 者 中 的 元 素 形 式 多 样 ( 见 下 文 的 例 
题 )， 而 后 者 中 的 元 素 只 是 n 元 数组 向 量 . 容易 验证 ， 对 元 数组 向 量 定义 的 加 法 和 乘 数 
运算 满足 上 述 8 条 规律 ， 因 此 ， 第 三 章 中 的 向 量 空间 对 数组 向 量 的 加 法 和 乘 数 运 算 构成 线 
性 空间 . 可 见 ， 第 三 章 中 的 向 量 空间 是 如 今 线性 空间 的 特殊 情形 . 线性 空间 中 的 元 素 不 论 
其 本 来 的 性 质 如 何 ， 统 称 为 向 量 . 

例 1 次 数 不 超 过 n 的 多 项 式 的 全 体 ， 记 作 P[x],， 即 

Р[х],= (р(х) = а,х"+--:+аух+ау |an, `, а, ER}, 
关于 通常 的 多 项 式 加 法 、 数 乘 多 项 式 的 乘法 构成 线性 空间 . 这 是 因为 : 通常 的 多 项 式 加 
法 、 数 乘 多 项 式 的 乘法 两 种 运算 显然 满足 线性 运算 规律 ， 故 只 要 验证 P[ x], 对 多 项 式 的 加 
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法 和 数 乘 封闭 . 
对 P[x], 中 任意 两 个 多 项 式 р(х) = a,x" + +a xta, q(x)=b,x"+---+b x+bDo, 及 任意 
的 实数 入 ， 有 ` 
р(х) +4(х)= (a,x"+**+talx+ao)+( b,x"+..…+b1x+bo ) 
= (а„+Ь„)х"++++(а,+Ьу)х+(ау+б,) e P [x], , 
Àp(x)= А(а„х"+-++аух+а у) = (Ла, )х"+--:+(Ла)х+(Лау) e P [x], , 
所 以 P[ х], 是 一 个 线性 空间 . 
例 2 设 集合 
C[a, Ь]=\/(х) |f) (а, b] 上 的 连续 函数 | 
是 由 定义 在 区 间 [c， 妇 上 的 连续 实 函 数 全 体 所 组 成 的 集合 ， 关 于 通常 的 函数 加 法 和 数 乘 函 
数 的 乘法 构成 线性 空间 . 这 是 因为 : 通常 的 函数 加 法 及 数 乘 运 算 显然 满足 线性 运算 规律 ， 
并 且 根 据 连 续 函 数 的 运算 性 质 可 知 ，C[ a,， 64] 对 通常 的 函数 加 法 和 数 乘 函 数 的 乘法 封闭 . 
例 3 i 


ау ау а 

а ау ` QG, А . 
M, (R )=+4A=| ` j ai(l<ism; 1Sj&n) eR 

ami ам? е Amn 


是 实数 域 上 的 矩阵 全 体 所 成 的 集合 ,显然 Mw,( REES, Mux R ) 对 通常 的 矩阵 加 
法 和 数 乘 构成 线性 空间 这 是 因为 : 通常 的 矩阵 加 法 和 数 乘 运算 显然 满足 线性 运算 规律 ， 
并 且 M,,,,( R ) 对 通常 的 矩阵 加 法 和 数 乘 运算 封闭 . 特别 地 ， 当 m=n В], п 阶 方 阵 的 全 体 
所 成 的 集合 





Ay, 0а p 8, 
а ss 
MR )= jaa nta da. пу еВ 
ар Am ` аһ 
也 是 实数 域 上 的 线性 空间 . 
例 4 nn 次 多 项 式 的 全 体 
О[х]„={р=а„х"”+++++аух+ау |a,, *, а, aa eR, Ва, 0], 


对 于 通常 的 多 项 式 加 法 和 数 乘 运算 不 构成 线性 空间 . 这 是 因为 
Op=0x"+---+0x+0¢ Q[x],, 
即 Ох], 对 运算 不 封闭 . 

从 上 面 几 例 可 见 ， 如 果 一 个 集合 定义 的 加 法 和 数 乘 运算 是 线性 运算 的 话 ， 要 检验 这 个 
集合 是 否 是 线性 空间 ， 只 要 检验 这 个 集合 对 所 定义 的 运算 是 否 封闭 即 可 .如果 一 个 集合 所 
定义 的 加 法 和 数 乘 运算 不 是 通常 所 给 的 运算 ( 即 : 不 是 通常 的 实数 的 加 、 乘 运算 ) ， 要 检验 
这 个 集合 是 否 是 线性 空间 ， 除 了 要 检验 这 个 集合 对 所 定义 的 运算 是 否 封闭 ， 还 要 逐一 验证 
是 否 满足 八条 运算 规律 ， 也 就 是 要 验证 所 定义 的 运算 是 否 是 线性 运算 . 

BS nn 个 有 序 实数 组 成 的 数组 的 全 体 

=|x=(x;, xí, **", жут [х\, XI, `°, ж ER}, 
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对 于 通常 的 有 序数 组 的 加 法 及 如 下 定义 的 乘法 
Л (жу, +, уте (0, эз DT 
不 构成 线性 空间 . 
可 以 验证 S 对 运算 封闭 ， 但 是 lsx=0， 不 满足 第 五 条 运算 规律 ， 即 所 定义 的 运算 不 
是 线性 运算 ， 所 以 不 是 线性 空间 ， 
为 了 更 好 地 理解 对 线性 运算 的 一 般 性 ， 我 们 给 出 下 面 的 例子 . 
例 6 正 实数 的 全 体 ， 记 作 民 1+， 在 其 中 定义 加 法 及 乘 数 运算 为 
a@b=ab(a, Бє *), 
А°а=а*(Ає®Ё, аєВ *), 
验证 对 上 述 加 法 与 数 乘 运算 构成 线性 空间 . 
证 明 首先 验证 对 定义 的 加 法 和 数 乘 运算 封闭 . 
对 加 法 封闭 ， 对 任意 的 a, be 民 +!， 有 a@Bb=abeRi. 
对 数 乘 封闭 : 对 任意 的 AeR, aeR +， 有 А°а=а* ЄЙ *. 
下 面 验证 定义 的 运算 是 线性 运算 . 
(1)a@b=ab=ba=b@a ; 
(2)(а@Ь)@с= (ар) Фс= (аЬ)с=а(5с)=а@(Ь@с) ; 
GJER 722066 1， 对 于 任何 ae К *, WA a®l=a · 1 =а; 
(4) 对 于 任何 ae R*, WA а йа є +, аа! =а а! =1; 
(5)1а=а! =a ; 
(6)А° (иеа) = Аа“ = (а )^ =а^№ = (Аш) а ; 
(7) (А+ш) а=а^' =а^а=а\ Фа =Аа+иха ; 
(8) Ао (а@Ь)= А (аһ) = (аЬ)^ =а^Ь^ =a b" = Аал. 
因此 ，R* 对 于 所 定义 的 运算 构成 线性 空间 . 


二 、 线 性 空间 的 性 质 


性 质 1 和 去 元 素 是 唯一 的 . 
证 明 设 0,，0, 是 线性 空间 下 中 的 两 个 零 元 素 ， 即 对 任何 weyY， 有 а+0, =a, a+0,= 
а, Н 
0,+0,=0,, 0,+0,=0,, 
所 以 
0,=0,+0,=0,+0, =0.. 
性 质 2 ” 任 一 元 素 的 负 元 素 是 唯一 的 (将 a 的 负 元 素 记 作 -a). 
证 明 Бол В, у, Ша+8=0, а+у=0. 于 是 
В=В+0=В+(а+у) = (В+а) +у= 0+у= у. 
性 质 3 00=0; (-1)а=-а; A0=0. 
证 明 a+0w=1la+0aw=(1+0)aw=la=aw， 所 以 0a=0， 
a+(-l)ae=la+(-l1l)ae=[1+(-1)]ae=0a=0, 
所 以 
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(-1)а=-а, 
Ад =л[а+(-1)а] =Ла+(-А)а=[А+(-А) Ја=00=0. 
性 质 4 如 果 Aa=0, W А=0 sk a=0. 


证 明 FAZO, ЖЕ Ла=0 MAR, 18 
l 
二 (ha)= 一 0=0， 


А 
而 --(Аа)= n à Ja=1a= a, 
所 以 a= 0. | 


三 、 线 性 空间 的 子 空间 


定义 2 ШУЖЫК 上 的 线性 空间 ， 有 是 的 一 个 非 空子 集 . ШЖ WAF УШУП 
法 和 数 乘 运算 也 构成 线性 空间 ， 则 称 下 是 VV 的 一 个 子 空间 . 

例如 ，n 元 齐 次 线性 方程 组 4x=0 的 解 空 间 

S={xeR" |Ax=0} 
就 是 线性 空间 R" 的 子 空间 . 

一 般 说 来 ， 丈 作为 线性 空间 了 的 非 空子 集 ， 歼 中 向 量 关 于 了 的 线性 运算 自然 满足 运算 规 
(1), (2), (5). (6). (7). (8). 我 们 只 需 验证 WAF V 的 加 法 和 数 乘 是 封闭 的 ， 并 且 
满足 运算 规律 (3) 、(4) ， 就 可 断言 丈 是 了 的 一 个 子 空间 . 实际 上 上， 如果 歼 关 于 了 的 加 法 和 
数 乘 是 封闭 的 ， 则 对 任意 we 歼 ， 根 据 运算 性 质 以 及 零 向 量 和 负 向 量 的 唯一 性 ， 必 有 

Оа=0 еў, (-1)а=-ає W, 
亦 即 W PHEXXF V А АЕ (3), (4). 于 是 ， 我 们 有 下 面 的 定理 . 

定理 ”实数 域 R 上 线性 空间 了 的 非 空子 集 克成 为 了 的 一 个 子 空间 的 充分 必要 条 件 是 
多 关于 了 的 加 法 和 数 乘 是 封闭 的 . 

例 7 在 实数 域 R 上 线性 空间 


ау а) ”QI 
а а == фы 
М„(В)=+А=| ” > ”||w(lsi ј<п) eR 
anl Am2 Ann 
中 ， 对 角 和 矩阵 所 成 的 集合 
а 
an 


D,(R )=14= š ai( 1<i<n) eR 


a 


nn 


是 M,(R ) 的 非 空 子 集 , Н D (R ) 关 于 M,(R ) 的 加 法 和 数 乘 是 封闭 的 ， 所 以 D. (К ) 是 
M, (R ) 的 一 个 子 空间 . 
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习题 5-1 


І. 验证 下 列 集合 对 于 矩阵 的 加 法 和 数 乘 运算 构成 线性 空间 : 

(1) 主 对 角 线 上 的 元 素 之 和 等 于 0 的 2 MEERE 5, ; 

(2)3 阶 对 称 和 矩阵 的 全 体 5,; 

(3)3 阶 反对 称 和 矩阵 的 全 体 S3. 

2. 验证 正弦 函数 的 集合 

S[x] = {|s=Asin(x+B) |A, BeR | 

ХР Н) РА ROMA KAIR RRI RE ARAR ЕЛЕ [Н]. 

3. 验证 ; 与 向 量 (1，0，0) 7 不 平行 的 全 体 3 维 数组 向 量 ， 对 于 数组 向 量 的 加 法 和 数 
乘 运算 不 构成 线性 空间 . 

4. 设 集合 Y= | (а, Б) |a, beR |， 在 V 上 定义 加 法 和 数 乘 运算 为 

(ау, b,)@(a,, b,)= (ata,, bitb tajaz); k» (a, b)= (ra, kb+——— 
则 集合 了 关于 规定 的 运算 是 否 能 构成 实数 域 上 的 线性 空间 ? 

5. 设 了 是 实数 域 上 的 线性 空间 ，a оа, ---, а, 是 了 中 一 组 向 量 ， 集 合 

W= (Ка tkat ++ е, | 有， 人 ER， 

证 明 到 是 了 的 一 个 子 空间 . 


ET 5 a?) 
7 , 
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[ 课 前 导读 ] 

我 们 已 经 在 有 了 序 nn 元 数组 组 成 的 向 量 空间 中 详细 讨论 了 向 量 组 的 线性 相关 性 、 向 量 组 ` 
的 线性 表示 、 向 量 组 的 等 价 等 重要 概念 . 这些 概念 以 及 有 关 的 性 质 只 涉及 线性 运算 ， 因 
此 ， 对 于 一 般 的 线性 空间 中 的 元 素 仍 然 适 用 . 以 后 我 们 将 直接 引用 这 些 概念 和 性 质 ， 当 然 ， 
第 三 章 中 向 量 空间 的 基 、 维 数 、 向 量 在 基 下 的 坐标 、 基 变换 与 坐标 变换 等 概念 也 适用 于 一 
般 的 线性 空间 ， 本 节 我 们 就 在 一 般 的 线性 空间 中 叙述 这 些 概念 . 


一 、 线 性 空间 的 基 、 维 数 与 坐标 


定义 1 在 线性 空间 V 中 ， 如 果 存 在 nn 个 元 素 a, …，Q,， 满 足 
(1)е,, @,, +, а, 线性 无 关 ; I 
(2)『 中 任 一 元 素 w 总 可 由 a, œ, =, а, 线性 表示 . 
那么 ,al а, ~, а, 就 称 为 线性 空间 了 的 一 个 基 ，zm 称 为 线性 空间 了 的 维 数 ， 记 作 
dimY=z。、 只 含 一 个 零 元 素 的 线性 空间 称 为 零 空 间 ， 零 空间 没有 基 ， 规 定 它 的 维 数 为 0.n 维 
线性 空间 了 也 记 作 上 了. 
„М7. 
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XF п 维 线性 空间 由 ， 如 果 已 知 w ，a ，…，w, Æ V, 的 一 个 基 ,， 则 V 是 由 ai ， 
а, o, а, 所 生成 的 线性 空间 ， 即 
V, =|æ@=x æ træ, t+ 
这 就 较 清 楚 地 显示 出 线性 空间 V, 的 构造 . 
WR æ, 0, =, а, H V, 的 一 个 基 ， 则 对 任何 we ， 都 有 唯一 的 一 组 有 序数 组 


X|, X2, айз. Xas 使 


п oa |%1; 2, ОУ x ER |, 


G@=x|G|+x,jG,+---+x, G ; 
之 ， 任 给 一 组 有 序数 组 x, ，x,，.…，x, ， 总 有 唯一 的 元 素 
` G=x|@|+xjG,)+---+x,G@, € Ү,. 
这 样 V, 的 元 素 а 与 有 序数 组 (x, хо, 5, w.) 之 间 存 在 着 一 种 一 一 对 应 的 关系 ， 因 此 可 
以 用 这 组 有 序数 组 来 表示 元 素 a. 
定义 2” 设 w о, =, a, 是 线性 空间 V, 的 一 个 基 ， 对 于 任 一 元 素 we V,, XAA 
仅 有 一 组 有 序数 组 x, ，x,，…，x,， 使 
AEX G| +x,@,+---+x G, , i 
ху, ху, ©, x, 这 组 有 序数 就 称 为 元 素 we 在 基 wj ，a ，…，aw, 下 的 坐标 ， 并 记 作 
a=( Soy s, S), 
11 在 线性 空间 Pix la 中 ， po=1, р =х, ра, рз =®?, ра 就 是 它 的 一 个 基 ， 
任 一 不 超过 4 次 的 多 项 式 
p=ao +a w+a,x2 +азх) +адх“ 
都 可 表示 为 
р = аоро+аџру +азрз+азрз+адрд, 
р ТАА (ар, а, аз, аз, a4)". 
例 2 在 线性 空间 


а а 
m= fa- 11 w 
а an 


l 





ajl <i, /<2) =R] 


а an 


A= am ag 1 路 J Ë 路 b i) 
а sJ ЧЕТО О б) СШ U” 
1 0 О 1 0 0 0 Q 
E = о 0)? E, = о 0)? E, = 1 0)?” E,, = 0 1 


AHRR, БИЛ ЕҢ, Бы, En, Fa Ë MARAI, РИВА "|н 
21 22 


和 由 于 对 任 -一 向量 4=| нЕ 
2 


且 容 易 证 明 


的 坐标 就 是 (ai ар, ад, аз)". 

建立 了 坐标 以 后 ， 就 把 抽象 的 向 量 e 与 具体 的 数组 向 量 (x; х, +, х) 联系 起 来 ， 
并 且 还 可 把 V, 中 抽象 的 线性 运算 与 数组 向 量 的 线性 运算 联系 起 来 . 
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二 、 基 变换 与 坐标 变换 


设 241 а, , ша”, w УВ, , В,, ку В, 是 线性 空间 V, 中 的 两 个 基 ， 且 
B EPn +P + +p1n, 0 , 
B, =P2iGIi+p2za2+…+D2nan， 


(2-1) 


Bn EPn +р,205 +: +p,.G,, 
将 式 (2-1) 写 成 矩阵 形式 为 
(Вт, RE (2-2) 
2402-1) #150(2-2)Ә ЖУМА а, а, з, а, PÆ Bi, Ba, e, В, УХ, ЖЕЕ 
PRAHE a, а, +, о, IÆ, В,, >, В, НЕЕ, MFB, В, >, В, Ж 
ФЕС, СЕ P 可 首 . 
Ée p. 中 的 元 素 w 在 基 am, ， Oy sO 下 的 坐标 为 (x， х, ZO 9 u Ë ТЕ В|, B2, 
<, В, 下 的 坐标 为 (y, у," y.) . 若 两 个 基 满 足 关 系 式 (2-2) ， 于 是 有 


х1 Yı y 
x y y 
(e, а, , а ө) i =@=(3\|, B2, Ше Ba) а =(а, а, , ge а,)Р i , 
x, Yn Yn 
HFa, œ, =, а, 线性 无 关 ， ТАНЕ Р пй, MAA EREA 

Xl Yi Yi X] 
х) =P 6: 或 =p"! j | (2-3) 
Xn Ул Fä Xn 


例 3 #fEP[x], 中 取 两 个 基 为 
po=l, ру=х, ру=х?, ру=з?, рд=х*, 
及 
q =l, 4 =1+х, q. = (1+x)2, q = (1+x) ; g= t), 
求 从 基 ру, ру, рг, рз, Ра 到 基 до, qis 42, 93, qa 的 过 渡 和 矩阵 ， 以 及 任 一 不 超过 4 次 的 
多 项 式 р=ау+аух+азх? +азх+ацх“ 在 这 两 组 基 下 的 坐标 和 坐标 变换 公式 . 
解 将 qo, Qu. 4, 9, q4 ро, pi, px, рз, pa 表示 ， 有 


tiragi 
01234 

(1, 1e, Сачы), (Fs Саа) (1, 2, б, аб, @*y 0 @ 1 3 6), 
00014 
00001 


ИҢ, MIE po, Pis px, pa, Ра 到 基 qos qis Ф, qa, qa 的 过 渡 和 矩阵 为 
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| 
0 1 2 3 4 
P=|0 0 1 3 6]. 
00 0 1 4 
0. 0. | 


设 任 一 不 超过 4 次 的 多 项 式 p=aotajx+asx +as3x +а„х* ТЕЗЕ qo, qis Ф, 93, qa 下 的 
坐标 为 (yi ， У, Уз, Y4» 9%)", 由 例 1 知 ， 这 个 多 项 式 在 基 po, Pi; рә, P3, P4 下 的 坐标 
(а, а, а, аз, ，a4) ， 从 而 有 坐标 变换 公式 








Go Yi Жү Go 
G| Y3 Y2 ay 
аз | =P| уз | EÈ | y3 | =P | a 
a3 Y4 Y4 a3 
a4 У5 Ys a4 
HERRIEI ERP, PEREP, Е) "ЮРА Е, WEBER P. 计算 如 下 
1 Чы: А. ЕТО л Ө Оо QO Ор —1 
012340109000 °З ге! 0 -4 
(Р|Е)=|0 0 1 з 6|0 0 1 0 0-40 0 1 3 0|0 0 1 0 -6 
0001410001 0 оо O 1 090 0 174 
ооо O 110 @ 0-0 1 0 @ O 0 110 0 0 о 1 
1 1 Ж O 0534 Ü 01-1 3 1 @ 0-0 О 1 1 =l 1 
012000 1 = 010 01 010 1 -2 3 -4 
go 0 1 @ 01001 — 6140 0 1 0 0 0 0 1 -3 6j, 
000 1 0| 000 1 -4 0001 1 010 0 0 1 -4 
0 000 1100 0 б 1 Оо о лт ООо O +] 
多 项 式 p=ao+alix+a2x +a3x +aax ТЕЗ qo, qi, Ф, 93, qa 下 的 坐标 为 
Yı 1-1 1 -1 1\[%| | 0-9 +а-аз+а, 
| |0 1 -2 3 -4|| а ау-2а,+3ау-4а, 
уз|=|0 0 1 -3 б [а |=] a,-3as+6aj, 
Y4 07 000.1 = lig аз-4а4 
у» 0. 人 ~ 0 06 A а4 a, 
习题 5-2 


1. ÆR? 中 求 向 量 w=(3，7，1)7 在 基 
wI 3 有 
下 的 坐标 . 
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2. 求 习题 5-1 第 1 题 中 三 个 线性 空间 S. 5,, 5, 的 基 . 

3. ТЕК * 中 取 两 个 基 

I; =, =1, 05 
э. ys, 

H; В,=(2, =1, =1, 2)", ñ = (2, 1, 0, 1)", py=(0, 1, 2, 2)", В,=(1, 3, 
1, 20", 

(1) 求 由 基 工 到 基 开 的 过 渡 和 矩阵 P; 

1 


(2) 向 量 在 基 工 下 的 坐标 为 н ， 求 该 向 量 在 基 工 下 的 坐标 ，， 


1 
4. 在 线性 空间 P[ x], 中 取 两 个 基 
I: 1, x, x2, а? ЯП: 1, 1+х‚ 1+х+х?, 1+х+х?+?, 

(1) 求 从 基 工 到 基 焉 的 过 渡 和 矩阵 Р; 

(2) 已 知 凡 zx) seP[x]s 在 基 工 下 的 坐标 为 (1，0，-2，5)7，&g(x) sP[x]3 在 基 开 下 的 
坐标 为 (7，0，8，2)T,， 求 Kx)+g(x) 分 别 在 基 工 和 基 开 下 的 坐标 . 

5. Жал, а, ，…，a,， 是 线性 空间 V. 的 一 个 基 , 证 明 20, ，3a3 ，…，mna,，ai 也 是 
V, 的 一 个 基 ， 并 求 由 基 am ，a ，…，a, ， 到 基 2a, Заз, =, naa, Ge, 的 过 渡 和 矩阵 P. 
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[ 课 前 导读 ] 

线性 变换 是 线性 空间 到 其 自身 的 一 类 映射 ， 它 能 保持 线性 空间 中 向 量 之 间 的 线性 关系 
不 变 ， 是 线性 代数 中 的 一 个 重要 概念 . 作为 这 一 节 的 预备 知识 ， 需 要 读者 了 解 “ 映 射 ”的 
概念 . 

映射 : 设 有 两 个 非 空 集合 A4，B， 如 果 对 于 A 中 任 一 元 素 @， 按 照 一 定 的 规则 ， 总 有 也 
中 一 个 确定 的 元 素 B 和 它 对 应 ， 那 么 这 个 对 应 规则 称 为 从 集合 4 到 集合 妃 的 映射 ， 常 记 作 
Т: 4 一 B， 并 记 B=T(a) 或 B=Ta(aeA). B 称 为 w 在 映射 了 下 的 像 ，aw 称 为 B 在 映射 了 下 
的 源 . 4 称 为 映射 了 的 源 集 . 像 的 全 体 所 构成 的 集合 称 为 像 集 ， 记 作 T(4) ， 即 

Т(А)= 1B=T(a) |аєА|, 

Ж Т(А) СВ. 


一 、 线 性 变换 的 定义 


定义 1 WV,, U, DAE п 维和 m ÆRES, WRR T: V,—U, 满足 
(а, а, eV,， A 
T(œ +æ,)=T(œ )+T(G,); 
e JSI a 
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(2) 任 给 aeV,, AeR (Am лЛаєу,), 有 
T(Aa)= AT(a). 
ЖА, ТУУМ У, 到 Un 的 线性 映射 ， 或 称 为 线性 变换 . 
简 言 之 ， 线 性 映射 就 是 保持 线性 组 合 的 对 应 的 映射 . 


例如 ， 
xı Yı 
x 
2 Y2 
T. R”—>R” —% 
Xn Ул 
Yı x] а ар ain || XI 
Y2 х2 а ау an || x° 
=] 一] р 2 
Ул x, aml айм? ке алм x, 


就 确定 了 一 个 从 R" 到 R ”的 映射 并 且 是 个 线性 映射 . 
特别 地 ， 如 果 在 定义 1 PRV, =Un, 那么 了 是 一 个 从 线性 空间 V, 到 其 自身 的 线性 映 
射 ， 称 为 线性 空间 V, 中 的 线性 变换 . 
下 面 我 们 只 讨论 线性 空间 V, 中 的 线性 变换 . 
例 1 ， 设 了 是 实数 域 R 上 的 一 个 线性 空间 ， 对 任意 的 wsY， 分 别 定义 如 下 三 个 v—v 
的 映射 ; 
(1)I(æ)= a; 
(2)O(e)=0, 其 中 0 是 了 中 的 零 向 量 ; 
(3)T(a)= ka， 其 中 keR 是 固定 的 数 . 
则 这 三 个 映射 都 是 线性 空间 了 上 的 线性 变换 ， 分 别称 为 了 的 恒 等 变 换 、 零 变换 和 数 乘 
变换 . 
例 2 在 线性 空间 P x], 中 
(1) 微 分 运算 D 是 一 个 线性 变换 . 这 是 因为 任 取 
p=aax tasx i taixtao EP[x]3, q=b3x +b x" +b i x+bo e P[ x], 
则 有 
Dp=3asz2+2a,x+a), Юц=3Ьух°+2Ь„х+Ь\. 
于 是 
D(p+q)= D| (as+b;)a 2 +(a,+b,)z2+(a +b )x+(aos+bo)] 
=3(a,+b,)x?2+2(a,+b,)x+(a+b,) 
= 3asz2+2a,x+a +3b;x2+2b,x+b| 
=Dp+Dg, 
D(Ap)= D(Aasx +a x +a x+àag)= АЗаух?+А2аух+Ха, 
=А(Зазх?+2а›х+а|)= ÀDp. 
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(2) 如 果 T(p)= 1, 那么 7 了 是 个 变换 ,但 不 是 线性 变换 . 这 是 因为 
T(p*q)= 1, Т(р)+Т(9)= 1+1=2, 





故 
T(p+q)#T(p)+T(q). 
例 3 ваа" " y eR | 中 定义 映射 7: А282 5 
r) ы E) 
sing соѕф 1 
неа"). o-| eR? 及 任意 实数 AeR ， 有 
Yı У 


саду 下 ы Р жы kdy А ы 
У 十 72 sng cose / 八 y1+y2 
> ed x | {= fawi 2) =T(æ)+T(B), 

sing соѕф / (у! sing соѕф / (Уз 
rawa (о ани) ч) 

Лу! sing соѕф / (Лу! 

и то 站 -za 
sing соѕф 八 yi 
所 以 T 是 R* 上 的 线性 变换 这 个 线性 变换 的 几何 意义 是 : TH хоу 平面 上 任 一 向 量 绕 原 点 


按 逆 时 针 方 向 旋转 ф 角 . 
514 RA n 阶 和 矩阵 


А=(а;)= (а, а, ++, а), 
其 中 
Uii 
ao; 
“= 
а 


定义 RR" 中 的 变换 y=T(x) 为 
T(x)=Ax(xe R"), 
对 任意 的 w，BeR "及 任意 常数 和 eR 65 
T(a+B)=A(a+B)=Aa+AB=T(a)+T(B), 
T(Aa)=A(Aa)=AAa=AT(@a), 
因此 了 为 R" 上 的 线性 变换 . 


二 、 线 性 变换 的 性 质 


线性 变换 具有 下 述 基本 性 质 : 
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性 质 1 70=0, T(-a)= -Ta; 
性 质 2 #B=katkat + е, I 
ТВ =k; Te +k,Ta,+- +k. То, ; 
性 质 3 Fa, а, ，…，an 线性 相关 ， 则 Ta, Ta,, +, Te, 也 线性 相关 . 
性 质 1~3 的 证 明 请 读者 作为 练习 . 
需要 注意 的 是 ， 性 质 З 的 逆 命 题 是 不 成 立 的 ， 即 若 w ，a ，…，a 线性 无 关 ， 则 
Тау, Те„, ，…，Ta,, 不 一 定 线性 无 关 . 例如 ， 当 线性 变换 是 零 变 换 时 ，Ta; =0 (i=1, 
2, =, m), МЕЛЕ а, о, ©, а, 线性 无 关 ， 但 是 Ta То, =, Та, 却 线 性 
相关 . 
性 质 4 线性 变换 了 的 像 集 T(V,) 是 一 个 线性 空间 ， 称 为 线性 变换 了 的 像 空间 . 
Ш 设 B1, B,eT(V,), WA a, а eV, 使 Ta,=B1，Ta,=B,， 从 而 
В,+В, =Та, +Та, =Т(а+а,) eT(V,)( 因 e+ta, e V.) , 
АВ, =ATai =T(Aai) eT(V,)( 因 Aa, eV,), 
由 上 述 证 明知 T(V) 对 V 中 的 线性 运算 封闭 ， 故 它 是 V 的 一 个 线性 子 空间 . 
性 质 5 使 Ta=0 的 ea 的 全 体 
Sr=|alaeV,, Та=0| 
也 是 V, 的 一 个 线性 子 空间 ， 称 $7 为 线性 变换 了 的 核 . 
证 明 SrCT， 且 对 任意 a, a,e Sr, A Ta =0, Te,=0, TA 
T(œ +æ, ) = Ta +То, =0, 
Т(Ла,)= АТа=А0=0, 
所 以 œ +a, є Sr, Ха є Sy. 这 说 明 S, ХУ, 中 的 线性 运算 封闭 ， 所 以 Sr Æ V, 的 一 个 线性 
+= |]. 
例如 ， 例 4 中 所 给 的 线性 变换 7 的 像 空间 就 是 ql а, с, о, 所 生成 的 线性 空间 
T(R")= (у=ха+х,0,+---+х,0, |х, ху, "x, ЄК |, 


而 了 的 核 57 就 是 齐 次 线性 方程 组 Ax=0 的 解 空 间 . 
三 、 线 性 变换 的 矩阵 表示 式 
线性 变换 是 一 个 很 抽象 的 概念 ， 如 何 将 它 具 体 化 呢 ? 我 们 发 现 ， 


如 果 给 定 线性 空间 V, 的 一 个 基 «|, G,, сз, @ , 则 对 А 中 任意 向 量 Fe 
a, Æ 


线性 变换 的 矩阵 





а= Кау +tkyæ + + +k æ, 
由 线性 变换 的 性 质 得 
T(æ)=k T(æ)+k T(æ)+ +k, T(æ,). 
于 是 we 在 了 下 的 像 就 由 基 的 像 T(a ) Т(о,), ，…，T(a, ) 所 唯一 确定 . 而 T(ai ) sy 
(i=1, 2, =, n), Br, Т(е,) seF(Gi=1，2，…，7m) 也 可 由 基 a, о, =, а 来 线性 
表示 ， 即 有 
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T(e, Js a e, +а Qt ta An „ 
T(e,)= apa tana + +a nA, 


Т(а,) = а„@|+а„@у+ +a,, 0 


nn” n° 


由 上 式 得 ! 
T(a, а, е, «)=(Т(е,), Т(а,), Pray Т(а,))= (а, а, з; а, )А, 
其 中 
а ау) 41, 
же a21 = Go, 
ал аһ  алһ 


矩阵 4 称 为 线性 变换 了 在 基 oa а, ，…，a 下 的 矩阵 . 

ШК, ERA BÆR Tæ), T(a,), ，…，T(a，) 唯 一 确定 . 

由 此 可 见 ， 若 给 定 线性 空间 V. 的 一 个 基 ， 则 У, 中 任 一 线性 变换 T 都 对 应 一 个 n 阶 方 
阵 4， 方 阵 4 由 基 在 线性 变换 T 下 的 像 唯 一 确定 . 

反之 ， 如 果 给 定 一 个 矩阵 4 作为 某 个 线性 变换 了 在 基 a, а, o, а, 下 的 和 矩阵， 也 
就 是 给 出 了 这 个 基 在 变换 下 的 像 - 根 据 变换 了 保持 线性 关系 的 特性 ， 我 们 来 推导 变换 了 必 
须 满足 的 关系 式 . 


V, 中 的 任意 向 量 记 为 q= Y xa, Ж 
і= 1 


Та -7T(》 х,о) Б х,Т(а,) 
i=] i=] 


1 


х] РЕ] 
а: %2 
=(T(ai ) ， Т(о,), м Те.) 3 =(ai ， G, зу æ,)A . 
x, Xn 
即 
| х1 
х2 X2 
了 (ал, G, a £ а,) š =(e,, G, ш” e. )A Я . (3-1) 
Xn Xn 


式 (3-1) 唯 一 的 确定 一 个 以 4 为 矩阵 的 线性 变换 T. 这 样 ， 抽 象 的 线性 变换 与 具体 的 
矩阵 之 间 就 有 了 一 一 对 应 的 关系 ， 从 而 线性 变换 的 运算 就 可 转化 为 矩阵 的 运算 . 
由 关系 式 (3-1) ， 立 即 有 下 面 的 定理 . е 
定理 1 设 线性 变换 了 在 基 wj ，o >, о, 下 的 矩阵 是 4， 向 量 we Б Ta) о, 
3 
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a, =, а, 下 的 坐标 分 别 为 | “| 和 | ”|， 则 有 


x, Yn 
Yi X| 
м к” х 
Yn x, 
按 坐标 表示 ， 有 
T(a)= Aa. 


例 5 在 P[x]; 中 取 基 


Pi =1，pa=X，P3 = 和 5，P4 = 和 


求 微分 运算 D 的 矩阵 . 
Dp =0= 0р, +0р,+0рз +0p4, 
ш ЮОру=1=1р+0р;+0р;+0р,, 
Ррз = 2х = 0р, +2p; +0p3 +0p4 , 
Dp, = Зх? = 0р, +0р,+3рз+0рд, 
所 以 D 在 这 组 基 下 的 和 矩阵 为 
0 1 0.0 
Де 0 0-20 і 
0 0 0 3 
0 0 0 0 
016 RR? 上 线性 变换 了 定义 为 
| х1 2х;-х 
了 | x, |=| +5; |, 
хз 2х1 
1 0 0 1 1 
分 别 求 了 在 基 ei =|0 |, е,=|1 |, е = |0 |5жа = |0 |, а,=|1 |, а= 
0 0 1 0 0 
解 由 
1 2 2 
T 0|=|0|=2e,+0e,+2e,=(e,, е, es)|0 |, 
0 2 2 
0 =] =] 
T 1|=| 1 |=-е+е,+0е; = (е, е, ез) | 1 |, 
0 0 0 
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0 0 0 
T|0|=|1|=0e,+e,+0e;=(e,, e,, es)|1|, 
1 0 0 


2 -1 0 
7T(el，ez，e3)=(el，ez，e63)|0 1 1j, 


TE e, e, е, FEREN 


可 得 


由 
1 2 2 
o! 0 = 20: -2a +20; = (ау, G, 5 г 
0/ 42 2 
1 1 0 
59 а, [a] 
0 \2 2 
1 1 =] 
asas, Qz, op 
| 2 2 
可 得 


2 0. -1 
Т(е\, а, а) = (а, о,, „| _1 ,| 
Z Ia ж +12 
T Elka, о, a, 下 的 矩阵 为 


2 Ü =] 
B=|=2 sd rr0 |. 
2 2 2 








由 此 可 见 ， 同 一 个 线性 变换 在 不 同 的 基 下 有 不 同 的 矩阵 . 一 般 的 ， 我 们 有 如 下 定理 . 
定理 2 在 线性 空间 V. 中 取 定 两 个 基 ww ，% ，…，w, 与 B1, B2, ``, В,, Но, 
а, =, а, 到 基 B,，B,，…， PB НОНИ Р, У, 中 的 线性 变换 了 在 这 两 个 基 下 的 矩 
阵 依 次 为 4 MB, IA B=P '!'AP. 
证 明 按 定 理 的 假设 ， 有 
(Brs ii Gy, s=, ө Р, 
P 可逆, H 
T(e, @,, +, m. )= (0, @,;, з, а, )А, 


Т(В,, B2, Ж. В„)= (Bi, В,, РЫ В,)В, 
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(Bı, B2, бй: В„)В =Т(В\, В, hait Ba)=T[ (а, 2%, у a: ҮР] 




















=[Т(еү, о, ++, @„)]Р 
=(а\у, ax, ++, а,)АР=(В,, В, >=, В„)Р!АР. 
AXB, В, ---, B, 线性 无 关 ， 所 以 
B=P-'AP. 
这 定理 表明 B 与 4 相似 ， 且 两 个 基 之 间 的 过 渡 和 矩阵 P 就 是 相似 变换 甜 阵 . 
1 0 0 
例 7 设 忆 上 线性 变换 了 在 基 ej=|0|，e =|1|，ei=|0| 下 的 矩阵 为 4= 
| 0 0 1 
1 2 2 I 0 l 
: 1 2|, 求 了 在 基 ai =|1|, a,=|1|, a,=| 0 | 下 的 矩阵 . 
2 2 1 0 1 =2 























解 为 了 求 出 Т 在 基 el, а, а 下 的 矩阵， 必须 先 求 出 从 基 е|, е, е, 到 基 а, 
œ, a, KEER Р. Hla, œ, оз) = (еу, e, е,)Р 9 











1-0 °1 2 -1 1 
Р=|1 1 Tl Р7=]=7 2 1) 
0 1 -2 -1 1 -l 
TETE a, œ, a, 下 的 和 矩阵 为 
® =) түү > УТ 0 3 7 8 -4 
B=P'lIAP=|=2 2 =1\||2 1 21 1 0 5 -5 J 
-1 1 -Д2 2 1/00 1-2) \-4 -4 1 




















最 后 ， 我 们 给 出 线性 变换 的 秩 的 概念 . 
定义 2 线性 变换 的 像 空间 T( V, ) 的 维 数 ， 称 为 线性 变换 T 的 秩 . 
显然 , FATHER, W TARRE RA). Æ TRA г, WT EZ Sr 的 维 数 为 


习题 S-3 


1. 说 明 хОу 平面 上 变换 r) -4 的 几何 意义 ， 基 中 


oa 人 外 waf а 
ө y’ 0 + 


(=Í ). Ca 人 中] 
U 0)” ү 0) 


2. 设 M,(R ) 是 实数 域 R 上 全 体 n 阶 方 阵 所 成 的 线性 空间 ，A sM,(R ) 是 一 个 固定 的 
和 矩阵. IHES XEM, (R), ÆX M,(R ) 上 的 映射 T 为 
Т(Х)= АХ-ХА, 
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验证 了 是 M,(R ) 上 的 线性 变换 . 
3. 函数 集合 


Ё,= |а=(ау+аүх+аух? )е* |ao, а, GER}. 
对 于 函数 的 线性 运算 构成 3 维 线性 空间 . 在 V, 中 取 一 个 基 a =e", are, axe, Ж 


微分 运算 D 在 这 个 基 下 的 矩阵 . 
4. 已 知 R，” 的 两 个 基 分 别 为 


和 
1 2 3 
s- ‚ B2=|3 ran 
1 4 3 











求 由 基 ai ， а, а; HÆ B, B2, В; В [Е Р. 
5. BAIR? 的 两 个 基 分 别 为 


1 
Ре , 
0 

















， 求 线性 变换 了 在 基 el e, 





0 
1 1 
2 





R? CREK TEB, B2, В; 下 的 矩阵 是 


ез 下 的 矩阵 . 
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» 


ва Са 
定义 与 性 质 (Сиан 


线性 空间 的 基 、 维 数 、 坐 标的 概念 
匠 铜 基 变换 与 坐标 变换 
еЗ ЗР 37У: 





(T W) 2 bt EMA 
Ж) Abt жи 
[Т Ө) &}& тан нж 
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工程 学 中 的 向 量 空间 


航天 飞机 的 控制 系统 对 飞行 而 言 是 绝对 关键 的 部 件 之 一 .由 于 航天 飞机 是 一 个 不 稳定 
的 空中 机 体 ， 它 在 大 气 层 飞行 时 需要 不 间断 地 用 计算 机 进行 监控 . 飞行 控制 系统 不 断 地 向 
空气 动力 控制 表面 和 飞机 的 小 推进 器 喷 口 发 送 命令 ， 各 种 各 样 的 传感器 的 信号 被 添加 到 计 
算 机 信号 中 ,从 数学 的 角度 看 ， 一 个 工程 学 系统 的 输入 和 输出 信号 都 是 函数 ， 这 些 函 数 的 
加 法 和 数量 乘法 在 应 用 中 是 非常 重要 的 ,函数 的 这 两 种 运算 具有 与 展 "” 中 向 量 的 加 法 和 数 
量 乘 法 完全 类 似 的 代数 性 质 . 由 于 这 个 原因 ， 所 有 可 能 的 输入 (函数 ) 的 集合 称 为 一 个 向 量 
室 间 . 系统 工程 学 的 数学 基础 依赖 于 函数 的 向 量 空间 ， 因 此 我 们 需要 把 民 " 中 向 量 的 理论 
推广 到 包括 这 些 函 数 . 

设 S 是 数 的 双向 无 穷 序列 空间 (通常 写成 行 ) : 

y= Ce, Jas У-1» Уо» У» 22; s=) 

#12, S 中 的 另 一 个 元 素 ， 则 它们 的 和 | yy|+|zi| 是 序列 | y+zi| А 它 由 (yi| 与 |z4| 对 应 
项 之 和 构成 ， 数 来 | yi| ZEA kyr}, TAER S 满足 向 量 空间 的 定义 . 

S 中 的 元 素来 源 于 工程 学 ， 例如， 每 当 一 个 信号 在 离散 时 间 上 被 测量 (或 被 简化 ) 时 ， 
它 就 可 被 看 作 S 中 的 一 个 元 素 ， 这 样 的 信号 可 以 是 电 的 、 机 械 的 、 光 的 等 . 为 了 方便 ,我 
们 将 S 称 为 (离散 时 间 ) 信 号 空间 
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测试 题 五 


一 、 选 择 题 

设 f 为 有 限 维 线性 空间 V 上 的 线性 变换 ,A，B 为 f 在 V 的 不 同 基 下 的 矩阵， 则 下 列 说 
法 不 正确 的 是 ( ) 

A.A, B 有 相同 的 特征 值 B.A, В 有 相同 的 行列 式 

C.A, B 有 相同 的 特征 向 量 D.A, В 相似 

二 、 填 空 题 


а| 


1. BEA b AAA, НАЖ У=4х|х=) а, ‚ ЖФ ау, а, be R ;可 以 构成 一 
个 向 量 空间 ， 则 参数 b= ; 
相同 的 坐标 ， 则 m= 


a +a, +b 
1 0 1 1 
? G2 = 1 , аз = 1 , В, = 0 , В; = 
0 ЖЫ -1 
三 、 解 答题 


0 
0 
1. 在 次 数 不 超 过 3 的 实 系数 多 项 式 所 成 的 线性 空间 了 = Р[ х], 中 定义 线性 变换 T 为 : 
对 任意 的 f(x) e V, T(f(x))=f(x)-f(x+1), RREK T E P =1, P,=x, Р,=х?, 
P, = 妇 下 的 矩阵 . 
2. 设 非 空 集合 


0 
0 
] 


2. z [B] Н 1] 在 基 ai = Уй В; = 























И= 1А = (а) „„ |a;e R, А! =А| 
РЕ ЕА ЙЛЫ СНЕ [Н], Р Эу пра Е. 在 了 中 定义 映射 了 如 下 : 对 任 
Ж А=(а„) e V, T(A)=P'AP, Rh PH P ЕНЕ. 
(1) 验 证 了 是 了 上 的 线性 变换 ; 


(2) 当 n=2, 求 了 在 Y 的 基 Ai =|。 中 a -(0 | 


1 

° a кши. 其 中 
$ { 

Р= ‚ 
-] 1 


а 
3. 证 明 集 合 vefa" ° аанча) 对 于 矩阵 的 加 法 和 数 乘 构成 实数 域 R 上 的 
а ау) 
线性 空间 . 
1 1 1 4 =3 
š 1 =] 3 -2 -1 ‚ 

4. 设 由 ai = „|, %7] у, | |» = ‚ =). 生成 的 向 量 空间 为 中 

3 1 5 =7 
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测试 题 五 


求 空间 了 的 维 数 及 它 的 一 组 基 ， 并 用 基 表 示 出 其 余 向 量 . 

5. 设 了 为 由 全 部 2 阶 实 方 阵 所 构成 的 线性 空间 ， 对 于 任意 A eV, 定义 : P(A)= 
—-(А-АТ), 其 中 АТ 表示 转 置 矩阵 . 

(1) ПЕНН. P 为 线性 变换 . 


уж ра 中 zafo Ай ra=. | a ИШ; 
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部 分 习题 答案 


第 一 = 
习题 1-1 
xı tx, +2x3+2x4 =1, 
1. 425) +х,+3х3-х,=3, 
хх. +х3+4х4 = 5. 


2. а=4, b=-3, х=-2, у= –6. 


5 9 4 Š = 5 
3. (1)A+2B= ‚ 3A-B= ; 
= -1 -2 8 4 -6 


0 
T= 
(2)AB i 39 


3 -18 
4. 
э) 


3 -2 1 1 
6. (1)|6 -4 2|; (2)1; (3)x2+2y2+2xy-2xz+2yz; (4) 
9 -6 3 


anb 
7 | |; a ber 
0 а 


с uo о 


12 
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部 分 习题 答案 


Ауа Ауа, Аза; 
2. АВ=|Аүа„ Лаз Аза» |. 


Ауаз, Asas Азаз 


Ar O … 0 
4. D: = i nt š 
г Ü 
о о A 
习题 1-3 
L Q = 2 0 1 0 LỌ 1] 
L (DU Í "иы b s. ¿al Зр 
0 0 0 0 0 0 O 1 0 0 0 
0 0 0 Ü 0 0 O 00 0 
1 
еч х1=—761+ Cos 
2. (1)-+%=0, (2) n= TC Oa Ci, C, 为 任意 常数 ; 
х3=0; ху=С\, 
х,=С„, 
я =-2C1+7 C2 
x=], 
(3) ! Ci, C, 为 任意 常数 . 
хз > E2 
x, =G, 
x =l, 
x% =-1-2¢, x =l, 
3. (1)4x =2+C， C 为 任意 常数 ; (2) 无 解 ; (3)1xzz=-2，(4) йн 
ху=С, х3=-3; päi 
х4=1 
4. Л -2 且 和 1 时 只 有 和 零 解 ， 当 和 A=-2 或 A=1 时 有 非 零 解 ; 
x (=c, 
当 A=-2 Ж уо =c, c 为 任意 常数 ; 
xy =C, 
X1 三 一 C1 一 C2 ， 
当 和 =1 时 的 解 为 xz =c), су, с) 为 任意 常数 . 
ху=с), 
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部 分 习题 答案 


17-2 时 该 方程 组 无 解 ; 
М1=-2 时 该 方程 组 有 无 穷 多 解 ， 并 且 
%=-Ї<е, 
X= АС, 
Ҹ1=-2, p#-8 时 ， 解 为 с 为 任意 常数 ; 
03 = , 
x =c, 
хр=-1+4с с, 
хә=1-2с-2с,, 
X =-2, р=-8 时 ， 解 为 Cis с) 为 任意 常数 . 
X3 =C], 
X4 5C, 
习题 1-4 
0 @ 1 
1. @= 0 1 0. 
1 k Ð 
3 эй 
2 (0р7 J: rap-| | 
-1 2 
31 -211 211.2. 310 
(3)A10= š 
331, 9 Р 210 2» 2192 а 310 
1 1 
Е 9 3 2 1 
-4 -3 | 
3 1 0 1 (2)| -3 2 一 一 (3)|-5 -3 1 
Š 2 кў |= 2 „ы 
6 4 -l1 
0 1. 1° 1 -1 l 
2 2 
-1 2 ” -5 2 
4 (1)х=| 2 0 ‚ Ox-| 4 让 (3)Х=|-10 4l. 
1 -l1 -2 1 
测试 题 一 
、 填 空 题 
1. AB=BA 
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部 分 习题 答案 


| 
© 
© 


Ай 
D 38 410, 3A 
Ай 
1 


5 | 
-1 -3 -I 
2. #0 H A 二 -3 时 只 有 零 解 ; 
хү=-бү-б», 
A=0 时 有 非 零 解 ，1x2 =C1， Ci, С, 为 任意 常数 ; 
x = C, 
шеб, 
А=-3 时 有 非 零 解 ,jx =C， C 为 任意 常数 . 
=й, 
3. A"-2A™! =0. 
第 二 = 
习题 2-1 
1. (1)т(634521)= 11; (2)т(53142)= 7; (3)7(123454321)= 16; 
(4)т(135---(2п-1)(2п)(2п-2)---42)=п(п-1). 
2. 413024035041052: 
3. х 的 系数 是 3，xi 的 系数 是 -6. 
4. (1)-3; (2)6; (3)3abc—-a2-b2-c2; (4)(b-a)3. 
习题 2-2 
1. (1-3; 4215; (3 )Ca-hyt; CLT] (2-а): 


(5)а"! үче" a ) “| 
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部 分 习题 答案 


о B” F. O -B'CA™ В"! 
4. Мі = ;Dts ‚ Аа ; 
А! О -В-'СА! В! A`! 0 


1 1 
5. A= (A-B), (A+2E) '=- (3E-A). 


习题 2-3 
1. х=а nk x=b nk x=c. 
2. (1)12; (2)9; (3)a,yw —-a,x2+aw-ao; (4)x4. 


3. (1)a"+(-1)"!y"; (2)[a+(n-1)0](a-b)"!; (3)6" (b+ а); 


озн) (5) (1) Cel, 


习题 2—4 
x =-43, x =5, 
1. (1)5%2=-24, (2)1%2=5, 
хз=-3; хз=3. 
2. Кх) = –-5+10х-3х2. 
l 2 мч 
З. ей -1 1 
~1 -3 2 
4. А#54 H À #-1 时 有 唯一 解 ; 
A=-1 时 无 解 ; 
ху=-3С, 
А=4 时 有 无 穷 多 解 ，1*2 =4-C， C 为 任意 常数 . 
хз=С, 
l 


* ~al 
6. (A*) ГА | 


· А. 


测试 题 二 
一 、 填 空 题 
10. 


22. 

1-а+а? -а?+а*-а?. | 

2, 

二 、 选 择 题 

1.0. 2. B. 3.B. 4С. 5.А. 


з ле ра їй ка 
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部 分 习题 答案 


1. a2(a-2"). 


Ë >й 
3. 
zA 0 


4. А(А+В) `B. 








上 | 一 上 | 一 


6. А51 Н. А-2 时 有 唯一 解 ; 
А=-2 时 无 解 ; 
а-ы, 
和 =1 PF 9 Zf, јх =С, Ci, С, 为 任意 常数 . 
x =G, 
Ж = & 
习题 3-1 
1 =3 
1. 2a-B=| -3 |, а-В+2у=| 4 |. 
=] -2 
2. f, ©=2/8,-—3,-8›. 
4. a=1. 
习题 3-2 
2. (1) 线 性 无 关 ; (2) 线 性 相关 ; (3) 线 性 相关 . 
4. 当 a=-2 或 a=3 H}, a, о), а, 线性 相关 ; 
当 a 关 -2 H a#3 f, о, œ, а, 线性 无 关 . 
习题 3—3 
1. (1) 23, КАЖА al а, ац, аз =3ai -6a, а; =3a) -2oa ; 
(2) 秩 是 3， 极 大 无 关 组 a, a, аз, Q4=-2a +a, +03, а; = ai +a. 
2. (1) 秩 是 3; (2) 秩 是 3. 


习题 3-4 
-3 0 
zi =2 

l. 《1)271 = | [? 7 = о!" х= tkm, (k, ЄК); 
0 1 
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部 分 习题 答案 


2 -1 
1 0 
(2); = 1° 7 = o |" х= + (kl, k ER ). 


m 1 0 -2 
ml ha Мы” са, kens. 
Хз 0 1 0 
х1) \0) lo | 
y 1 0 
¿”le НЫ | ён}. 
X3 3 
n) 04) Ü 
习题 3—5 


3. 维 数 是 3， Коа, а, аз. 
4. (1)(00 -1 1 1)"; 
1 0 0 -i 
0 


-1 1 0 2 
2)P= ‚ Җый (2, а. Ё. лл 
(2) а ig 标 为 з 


测试 题 三 
一 、 填 空 题 
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t 
3 га 一 
1+2t 


三 、 解 答题 

1. Ҷа=0 BF, оу, 6, 
ад =40; 
X a=-10 H}, о, о, 


# К(А)= 1, 340 BF, 384829 k, 


当 c=0 时 ， 通 解 为 及 


(teR) 





4. (1)a=2, b=-3; 


5. (2)хү= 


6. 


(2) = 0 +k, 


= 
(п+1)а’ 


(3) 通 解 为 (0，1，0，. 


а, аз, од EK ol, Q2, 


习题 4-1 


1 E 

2. (1)В8,=|1|, B= 1 
2 2 

0 


«172 - 


. # R(A)=2, ÑX t|2 





Qz, Q4 线性 相关 ， 极 大 无 关 组 为 а, а = 20), аз = За, 


05, Q4 线性 相关 ， 极 大 无 关 组 为 0, 03, 04, 0 = 三-Q2 -03 04. 




















1 
(eR); 
3 
c 0 
0 “| k eR); 
-а _b f 
l 0 
2 +k, 0|(k i, k ER). 
0 l 
1 
E i 
; €3= с\ (c, a ER); (2) 证 明 略 . 
с) 
4 


>, 0)T+k(1, 0, 0, =, O)T(keR). 


а4. 


第 四 ж 


1 

l 2 

=] 1 

(2)B = 0 , В, = 2 
0 >=] 

0 


3. (1)2s26; (2) 
习题 4-2 


部 分 习题 答案 


1. (1)А,=А,=-1, amil, 1, 0)7, 9 


(2)Ау=А„=1, а; =(1, А. 0)", А;=2, а= (0, ДЫ 1)"; 


(a = ар (2, T, 0: бут. А21, ае, б, 0, 0)", А3, 


B= 0, 1, 0) 
4. 1404. 

5. -2. 

7. у= 0, АА. 

习题 4-3 

3. а=0, с=0, 可取 任意 值 . 
4. (1)a=-3, b=0, Аү=-1; 








(2) 不 能 对 角 化 . 
ea 85 
5. АРЫ 29 2” 
0 299 299 
-2 3 -3 
6. A=|-4 5 -3 
-4 4 -2 
习题 4-4 
C „ 5 
3 3 
0 
1, CP. 6 _У? уз ‚ Р!АР= 2 
6 2 3 3 
6 2 B 
6 2 3 
2245 245 1 
5 15 3 | 
(2)Р= 45 4/5 -2 ‚ Р!АР= 1 
5 15 3 
5 10 
о E 2 
3 3 
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5. (1ўАү==1‚ a,=(1, 0, =, А,=1, а=(1, 0, 1)7, 


(2)4=|0 0 0 
101 
6. (2) 非 零 特 征 值 是 xTx=xz+x3+…+x2， 对 应 的 特征 向 量 为 x=(xl，xaz，…，xn) 1; 
特征 值 A= 0 对 应 的 特征 向 量 为 : (a, ху, 0, +, 0)", (-х;, 0, хр, +з 
бу, =, Üm u, б, б, s=, Sh la 


习题 4—5 


2 -2 2y|[% 
1. (1)/=(х\, %2, ДЕ -2 | X2 | ; 


а S d 








-j 


Хз 


-1 1 -3\/x 
(2)/= y, 中 2 -2 | 
-3 -2 ~3)\= 


J -1 0\1 
(3)/= (х, х, |- 0 3 ||, |. 


о 3 -3J|x; 
0 1 O 
Wi g a 
2. (1) |а |= 4 V2 || уз |, /=у1+2у5+3у3; 
хз 1 0 1 әз 
V2 /2; 


. 174 - 


部 分 习题 答案 


© пах M 0 
2 4/6 3 
| y 
] 1 1 su ой А 
(2) | | = z Е 5 Ya |, f=yrty>+2ys; 
X3 Уз 
2 1 
0 E S 
/6 B 
2 2 1 
56 3/5 3 
X1 | 
2 2..9 2 
з |122 , /=уү+уз+10уз. 


Уз 


бл] 
| 


xı = 1 Ya 
4. (1)f=y?-y2+y3, |х |=|0 1 -1||у›»|; 


Е 
О 2 
х1 y 
2 2 
2)f=y2+y2+y2, |x |=| 0 — = |у 
(2)/ Ji Ue туз ` 5 A 2 
X3 1 Уз 
0 0 一 
J2 
4 0 0 
a a 
5. (DAS 2 2 а=0 Rf, R(A)=2, ax 0 kj, В(А)=3; 
a a 
Ü: е Эф 
= 2 


习题 4-6 
1. 0<а<1. 


2. (1) 负 定 ; (2) 正定; (3)IE E. 
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部 分 习题 答案 


测试 题 四 
一 、 填 空 题 
1. @>9. 
2. a=2. 

2 Ü O 


m= | 


@|s Al- A|- 
51 al- aj- 


ы 3 d 
2 B .6 
T 2 
=| 0 — — 一 次 | 
7. P в g) HL ASWA Е АТ 
а. ча A 
2 B 6 
第 + = 
习题 5-2 


1. (33, -82, 154)". 


l O 0 1 0 0 
2, S, 的 基 | . | |, | 

0 -1 0 í O 

1 0 0 0 01 

0 0 0 1 l 0 


部 分 习题 答案 


0 0 0 0 1 0 0 0 
S3 ЮЖ. |-1 0 0|, 0 0 0|, 10 0 1} 
0 0 0 -—1 0 0 0 -1 0 
16 
— 1 1 1 
13 
19 13 
13 0 Ü 0 _23 
3. (1)P= эң » 2) š 
— 1 O 1 
13 8 
9 
— 0 1 
13 
h $ T JT 18 8 
, ¿+ £ 1 _ 10 2 2 
4. (1)Р= ; (2) 在 基 工 下 的 坐标 为 ， 在 基 开 下 的 坐标 为 
0. O j 1 8 1 
0 0 0 1 T 7 
0 0 0 1 
2 0 0 0 
0 -3 0 0 
5. P= В 
0 0 0 0 
О Ü = ж 0 
习题 5-3 


l. (1) 关 于 y 轴 对 称 ; (DBE ун; (3) 关 于 直线 y=x 对 称 ; 
(4) 关 于 直线 y=-x 对 称 . 
1 1 0 


5. В=|2 2 0 


т. 
一 、 选 择 题 
1. G. 
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部 分 习题 答案 


二 、 填 空 题 


=j 
三 、 解 答题 
ü —4 <J l 
00 2 -3 
Г 0 0 -3 
0 0 0 0 
í i — 


21. 79911 1 2 


0 0 0 0 


1 1 1 
0 ык 3187 ES 

2 о 32 

ii f f 1 
В: эку „ы „гэ 

>” F 2 

0 б 0 


“了 78 。 
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